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Ubung 1 (044 Punkte)

1. Welche der folgenden Paare von Unterraumen von R? bilden eine di-
rekte Summe? (mit Beweis)

1 1
(a) U1 = < 0 >R und U2 = < 2 >R-
1 1
1 1 1
(b) U1 = < 0 > 1 >1R und UQ = < 2 >R-
1 1 1
1 0 0
(C) U1 = < 1 >R und U2 = < 1 s 5) >]R-
0 1 )
1 0 1 0
(d) U1 = < 2 s 1 >R und U2 = < 1 N 2 >]R-
1 1 -1 3

2. Sei K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und seien
Uy, Uy C V Unterrdume. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aus-
sagen:

(a) U- 1 &} U. 2 = V.
(b) Uy + Uy =V und dim(U;) 4 dim(Us) = dim(V).
(¢) Uy NUs =0 und dim(U;) + dim(Us) = dim(V).
Ubung 2 (4 Punkte)
Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f : V — V ein Endo-

morphismus. Fir n € Ny schreiben wir f* := fo f--- o f fiir die n-fache
Verkettung und wir setzen f0 :=idy. Zeigen Sie:

1. Es gelten folgende Inklusionsketten:

0 = Kern(f°) C Kern(f') C Kern(f?)...
V = Bild(f%) 2 Bild(f') D Bild(f?)...



2. Es gibt ein ng € Ny mit der Eigenschaft, dass Kern(f™) = Kern(fmo*!)
und Bild(f™) = Bild(f™*!) und fiir ng € Ny mit dieser Eigenschaft
gilt sogar

Kern(f™) = Kern(f™*") und Bild(f™) = Bild(f"*") fiir alle r € N.

3. Fiir ng wie oben gilt V' = Kern(f") ¢ Bild(f™).

Ubung 3 (14+1+1+41 Punkte - universelle Eigenschaft der (abstrakten) di-
rekten Summe)

Seien Vi, V5 zwei K-Vektorrdume. Eine (abstrakte) direkte Summe von V;
und V5 ist ein K-Vektorraum V' zusammen mit K-linearen Abbildungen

LZ‘IV;—>V

fiir 1 = 1,2, sodass zu jedem K-Vektorraum 7' und je zwei linearen Abbil-
dungen f; : V; = V, i = 1,2 genau eine lineare Abbildung

F:V =T

existiert mit

Ji=Fou
fir 1 = 1,2. Zeigen Sie:

1. Zu je zwei K-Vektorrdumen V;, Vs gibt es eine (abstrakte) direkte
Summe.

2. Je zwel abstrakte direkte Summen zu K-Vektorrdumen V; und V5 sind
isomorph.

3. Eine konkrete Konstruktion einer (abstrakten) direkten Summe ist wie
folgt: wir definieren zuerst

VieVo:=VixV,
als Menge. Dann definieren wir die Addition von Tupeln durch
(z1,72) + (Y1, y2) = (¥1 + Y1, T2 + Y2)

fiir alle z;,y; € V;, i = 1,2. Schlieflich definieren wir fiir A € K die
Skalarmultiplikation

Ax1, m9) := (Azq, Axg) .



4. Sind Uy, U zwei Unterrdume von V' und ist ihre Summe U; ¢ Uy =
U, + U, eine innere direkte Summe, dann gibt es einen eindeutigen
[somorphismus

U & Uy = Uy + Us,
der in der Konstruktion der direkten Summe als Vektorraum der Paare
die Form
(x1,22) = 1 + 22
hat. Das heifit: innere direkte Summen sind auch abstrakte direkte
Summen.

Ubung 4 (242 Punkte)
Sei V' ein K-Vektorraum. Ein Projektor ist eine lineare Abbildung P : V —
V mit Po P = P.

1. Zeigen Sie: V = Kern(P) @ Bild(P).
2. Zeigen Sie, dass die Abbildung
m:=idy — P
r— x— P(x)
ein Projektor ist.
Ubung 5 (Zusatzaufgabe)
Seien Vi, ..., V, Vektorraume. FEine Folge von Abbildungen
0L v vy B ey I

heiBt exakt, falls Bild(fy) = Kern(fg11) fiir alle 0 < k < n — 1. Beweisen
Sie, dass in diesem Fall

> (1) dim(V,) =0

n=1

gilt.
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