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Ubungsblatt 3
Dozent: Prof. Dr. A. Kiironya Ubungen: M. Nickel

Ubung 1 (Abgabe)
Sei D ein Weil-Divisor auf einer normalen algebraischen Varietét X. Zeigen Sie, dass
die Garbe Ox (D) eine Garbe von Ox-Moduln ist.

Ubung 2 (Abgabe)
Sei X eine Varietéit (beziehungsweise ein noethersches Schema) und F eine kohéirente
Garbe auf X. Man betrachte die Funktion

() = dimgx) Fr ®0, k(x),

wobei k(z) := O,/m, der Restklassenkorper im Punkt z ist. Benutzen Sie das Naka-
yama Lemma um die folgenden Aufgaben zu zeigen:

(a) ¢ ist oberhalbstetig, das heifit die Menge {z € X | ¢(x) > n} ist abgeschlossen
fiir alle n € Z.

(b) Ist F lokal frei (und X zusammenhéingend), so ist ¢ konstant.

(c) Umgekehrt ist ¢ konstant (und X reduziert), so ist F lokal frei.

Ubung 3 (Abgabe)

Sei (X,0x) ein geringter Raum und F eine Garbe von Ox-Moduln. Man definiert
die Tensor Algebra T'(F), symmetrische Algebra S(F) und #duflere Algebra A(F)
(und deren Komponenten T7(F), S™(F), A"(F)) von F jeweils als die Garbe zur
Prégarbe, die jeder offenen Menge U die jeweilige Tensoroperation angewendet auf
F(U) als Ox(U)-Modul zuordnet. Auf diese Weise bekommt man Ox-Algebren, deren
Komponenten fiir jeden Grad Ox-Moduln sind. Zeigen Sie:

(a) Sei F lokal frei von Rang n. Dann sind 77(F), S”(F) und A"(F) auch lokal frei
von Rang n’", (”;:1) und (’;)

(b) Sei wieder F lokal frei von Rang n. Dann ist die Multiplikationsabbildung
AT F @ A"F - A"F eine perfekte Paarung fiir alle r, insbesondere gilt im
Fall 7 hat Rang 2, dass F = F¥ ® A2F.

(c) Sei 0 > F - F - F" - 0 eine exakte Folge lokal freier Garben. Zeigen Sie, dass
es dann fiir jedes r eine endliche Filtrierung von S7(F) gibt,

Sr(}-):FODFlD___DFTDFT+1=07

mit Quotienten

FPFrt = SP(F Y@ S"P(F).
(Ab hier Ubung)



(d) Dieselbe Aussage wie in (c¢) mit &uleren Potenzen statt symmetrischen Potenzen.

(e) Sei f: X - Y ein Morphismus von geringten Raumen und sei F ein Oy-Modul.
Dann kommutiert f* mit allen Tensoroperationen auf F, das heifit f*(S™(F)) =
Sn(f*F) ete.

Ubung 4 (Prisenz)
Sei X eine algebraische Varietdt (bzw. noethersches Schema) und F eine kohérente
Garbe. Man zeige:

(a) Ist der Halm F, ein lokal freier O,-Modul fiir einen Punkt x € X, so existiert
eine Umgebung U von z, sodass Fy frei ist.

(b) F ist lokal frei genau dann, wenn die Halme F, freie O,-Moduln sind fiir alle
reX.

(c) F ist eine invertierbare Garbe (also lokal frei von Rang 1) genau dann, wenn es
eine kohérente Garbe G gibt mit F ® G 2 Ox (daher ’invertierbar’).

Ubung 5 (Prisenz)
Sei X ein affines Schema, f € A, sei D(f) c X die korrespondierende offene Teilmengen
und sei F eine quasikohérente Garbe auf X. Man zeige

(a) Ist s e (X, F) mit f|pcr)=0, so gibt es n € N mit fms=0.

(b) SeiteF(D(f)). Dann gibt es n € N, sodass f"t sich zu einem globalen Schnitt
von F auf X fortsetzen lésst.

Ubung 6 (Prisenz)

(a) Sei X eine Varietéit (bzw. ein Schema). Dann ist ein Ox-Modul genau dann
quasikohérent, wenn es fiir alle affinen offenen Teilmengen U = SpecA c X

einen A-Modul M gibt mit F |yz M. (Fiir X noethersch:) F ist kohérent genau
dann, wenn man fiir M einen endlich erzeugten A-Modul nehmen kann.

(b) Sei X eine algebraische Varietit. Zeigen Sie: eine Garbe F ist genau dann
kohérent, wenn es eine Uberdeckung von X durch offene Mengen U, i € I gibt,
sodass F|y, kohérent ist fiir alle i € I.

Ubung 7 (Ubung)
Zeigen Sie: ist X eine affine Varietdt, Y ¢ X die abgeschlossene Teilmenge definiert

durch ein Ideal a ¢ A und ist 7 : Y — X die Inklusion, so ist i, Oy ein quasikohérenter
@ X—Modul.



