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1 Einleitung

Riemanns fundamentaler Idee, Funktionentheorie nicht nur auf der komple-
xen Ebene oder Gebieten in der komplexen Ebene zu studieren, sondern auch
kompliziertere Objekte — heutzutage Riemannsche Fliachen genannte — zuzu-
lassen, sind viele Biicher gewidmet. Ausgehend vom dynamischen System ei-
nes polygonalen Billardtisches treten Riemannsche Flichen mit einer Zusatz-
struktur auf, es entstehen sogenannte flache Flachen.

Quellen: Das Material iiber Riemannsche Flachen ist eine Zusammenstel-
lung aus den Biichern von Forster [FG81], Lamotke [Lam09] und Reys-
sat [Rey89]. Uber flache Fliachen ist derzeit kein Lehrbuch verfligbar. Der Ab-
schnitt tiber affine Gruppen stammt aus [Vor96] und [GJ00]. Grundbegriffe aus
der Funktionentheorie in verschiedenen Abschnitten stammen aus dem Buch
von Freitag und Busam [FB06].

Voraussetzungen sind Grundbegriffe iiber komplexe Zahlen wie komplexe
Differenzierbarkeit bis hin zum Cauchy-Integralsatz. Grundbegriffe der Topo-
logie und Gruppentheorie sind im Anhang zusammengefasst.

Dieses Skript entstand aus einer 4-std. Vorlesung im WiSe 10/11, in der die
Kapitel 2} Abschnitt[3, Abschnitt[d}, Abschnitt[7} die Einleitung von Abschnitt[6}
die Hilfte von Abschnitt[8}, Abschnitt[9]sowie Abschnitt[10]behandelt wurden.
In einer 4-std. Vorlesung im WiSe 13/14 wurden Abschnitt[2, Abschnitt[3} Ab-
schnitt 4, Abschnitt 5] Abschnitt [, Abschnitt 9] und in Kurzform Abschnitt
diskutiert.

1.1 Motivation 1: Die Riemannsche Flache des Logarithmus

Als erstes Beispiel zur Motivation von Riemannschen Fliachen geben wir ein

Beispiel, das Riemann urspriinglich (ca. 1851) zur Definition bewogen hat.
Die Potenzreihe Y 7° ; Z; ist fiir alle z € C absolut konvergent und die

Funktion exp(z) = .00, Z; heifit komplexe Exponentialfunktion. Es gilt be-

kanntlich fiir z,w € Cund t € R
exp(z +w) = exp(z) - exp(w), exp(iz) = cosz + isin(z). (1.1)

Was ist das Problem, wenn wir definieren wollen: ,,Sei log z die Umkehrfunk-
tion der Exponentialfunktion”? Es soll natiirlich

exp (log(z)) = log (exp(z)) = z

gelten. Wir miissen die Existenz eines solchen Wertes log z zeigen und auch,
dass dieser Wert eindeutig bestimmt ist. Nach (1.1) ist fiir z € C

exp(z) =1« cosz=1und Rez =0,
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also genau dann, wenn z € 27iZ. Folglich ist Eindeutigkeit nicht gegeben. Da
allgemeiner exp(z) = exp(2mi + z) gilt, beschranken wir uns auf den Streifen

S={ze€C:—m<Imz<n}.

Wiederum mit Hilfe von (1.1) rechnet man nach, dass die Einschrankung von
exp(-) auf S injektiv ist. Bezeichnet S° = S\ {x + ¢ -7 : = € R} den Streifen
ohne den oberen Rand, so ist

ox | . S° — C_:C\RSO
Plse=Y) exp(z)

eine Bijektion. Folglich ist
log(z) : C~ — S°CC

als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion wohldefiniert. Man nennt diese
Abbildung den Hauptzweig des Logarithmus. Aber log(z) kann nicht zu einer
stetigen Abbildung C* — C fortgesetzt werden, denn

lim log(z) = +mi, aber lim log(z)= —mi.
z——1 z——1
Im(z)>0 Im(z)<0

Fiir alle ¢ € R bezeichnen wir mit S; den verschobenen Streifen und mit .Sy
sein Inneres,

Si={2z€C:—rm+t<Im(z)<7n+t} und S =5 \{z+i(r+t),xzecR}.

Das Bild von exp|go ist nun e C~ = C \ ¢""R<o und exp(-)|s; ist wiederum
eine Bijektion. Wir bezeichnen mit ;log(-) die Umkehrfunktion von exp(-)|se-

Im(z) Im(z)
1 T+t | ¢"R<g
go eXp(')’Sf

>»Re(z) N__/ > Re(z)

—T 4+t ¢log(-)

Abbildung 1.1: Ein anderer Zweig ; log(-) des Logarithmus

Warum sollte man den Hauptzweig des Logarithmus bevorzugen? Rie-
manns Idee war, dass alle Zweige log(-) des Logarithmus fiir ¢ € R gleich-
berechtigt auftreten sollen. Wir setzen also alle geschlitzten Ebenen e C~ zu-
sammen und definieren den Logarithmus dort.
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Dazu fixieren wir t5 < ¢t1 mit t; — to < 27. Dann ist
Stit, =S, NSy, ={2€C: -1+t <Im(z) <7+ ta}

nicht leer. Das Bild der Exponentialabbildung eingeschrankt auf Sy, ;, ist der
Sektor

Ciito ={w=r-(cosp+ising): —m+1t; < p <7m+tg,r >0}

eztz . RSU

Abbildung 1.2: Die Verklebungssektoren C, 4,

Wir beobachten, dass die Einschrankungen der Zweige +,log und ¢,log des
Logarithmus
tllog}stl,tg und to 10g‘st17t2 : (Ctl’m — C

auf Sy, ¢, tibereinstimmen. Folglich erhalten wir durch Verkleben der geschlitz-
ten Ebenen e’ - C~ entlang der Sektoren Cy, +, ein neues Objekt, das lokal aus
Teilgebieten von C zusammengesetzt ist. Deswegen konnen wir auf diesem
neuen Objekt alles aus der Funktionentheorie gewohnt auch machen, also z.B.
komplex differentieren. Zudem ist auf diesem Objekt , komplizierte” Funktion
,komplexer Logarithmus” wohldefininiert. Diese Objekt ist unser erstes Bei-
spiel einer Riemannschen Flache, welche nicht ein Gebiet in C ist.

1.2 Motivation 2: Polygonale Billardtische ([ZK])

Will man die Trajektorien einer Billard-Kugel auf einem polygonalen — nicht
notwendig rechteckigen — Billiardtisch studieren, st6f3t man auf das Problem,
dass die Trajektorien nur stiickweise Geraden sind und sich ,wirr “ selbst
kreuzen. Reflektiert man statt der Kugel an der Bande die Bande selbst, bewegt
sich die Kugel auf gerader Linie — allerdings auf einem viel komplizierteren
Objekt. Denn sobald die Kugel erneut auf die Bande trifft, wird man wieder
die Bande reflektieren miissen.

Jeden einzelnen Billardtisch fassen wir als Teil der komplexen Ebene auf.
Das neue Objekt entsteht durch , Verkleben” des urspriinglichen polygonalen
Billardtisches. Was soll , Verkleben” dabei genau bedeuten? Und wieso kann
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ersetzt durch

7/
/—\_7 7/

Abbildung 1.3: Entfalten eines Billiardtisches

man auf dem verklebten Objekt mehr tiber Billardtrajektorien aussagen als auf
dem ursrpriinglichen Billardtisch?

Die Flache, die durch Entfalten des Billardtischs entsteht ist auch eine Rie-
mannsche Flidche, sogar eine sehr spezielle Sorte davon, welche flache Flache
genannt wird.

Die Entfaltungskonstruktion taucht erstmal ca. 1975 (z.B. in [ZK75]) auf.
Die resultierenden flachen Fldachen sind ein aktuelles Forschungsgebiet der
Riemannschen Flachen. Wir gehen im Abschnitt |8 darauf ein. Eine neuerer
Ubersichtsartikel hierzu ist [MT02].

1.3 Ziele

Von der Verklebefldche, auf der der Logarithmus definiert ist hat man in natir-
licher Weise eine Abbildung auf die komplexe Ebene ohne den Nullpunkt.
Diese Abbildung ist das erste Beispiel einer Uberlagerung. Uberlagerungen
sind ein wichtige Methode, aus einer Riemannschen Fliache eine neue zu ge-
winnen. Welche Uberlagerungen eine Riemannsche Flache zuldsst misst die
Fundamentalgruppe. Diesen beiden Begriffen ist der Abschnitt 3| gewidmet,
der etwas Topologie und Gruppentheorie voraussetzt.

Es gibt immer eine “oberste’ Uberlagerung, die sogenannte universelle Uber-
lagerung. Bei der Vielzahl von Riemannschen Flachen ist es erstaunlich, dass
es nur drei Moglichkeiten (bis auf Isomorphie) fiir die universelle Uberlage-
rung gibt. Dies ist ein Ziel von Abschnitt |/} in welchem der Laplace-Operator
und damit Analysis eine zentrale Rolle spielt.

Die andere zentrale Frage tiber Riemannsche Flachen ist die nach der Exis-
tenz von Abbildungen. Die ist besonders fiir kompakte Riemannsche Flachen
interessant. Die Bestimmung des Raums dieser Abbildungen ist unter dem
Namen Satz von Riemann-Roch bekannt. Es gibt zwei Zugédnge hierzu, zum
einen mittels harmonischer Funktionen in Abschnitt [/, zum anderen mittels
Garbenkohomologie basierend auf Abschnitt 5| Dieser algebraische Zugang
hat auch viele andere Vorteile, liefert aber nicht den Uniformisierungssatz.
Beide Zugdnge setzen zundchst das Studium von Differenzialformen in Ab-
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schnittvoraus. Die beiden Zugédnge zum Satz von Riemann-Roch werden in
Abschnitt|6| vorgestellt.

Der Abschnitt |§| greift das zweite motivierende Beispiel auf und fiihrt sys-
tematisch Riemannsche Flachen mit einer Zusatzstruktur ein, wie sie obige
Entfaltungsflachen automatisch haben.

2 Riemannsche Flachen

Im folgenden Abschnitt werden wir genau erkldren, was der in der Einleitung
benutzte Begriff des Verklebens formal bedeutet.

2.1 Karten, Atlanten, komplexe Strukturen

Riemannsche Fliachen (wie auch Mannigfaltigkeiten) bestehen lokal aus der
bekannten komplexen Ebene (oder R" oder C"). Die Sturktur der Mannigfal-
tigkeit wird dadurch bestimmt, welche ‘Giite” die Ubergangsfunktionen zwi-
schen den einzelnen lokalen Bausteinen haben.

hi
A
ccC C

Abbildung 2.1: Kartenwechsel

Definition 2.1 (Karten, Atlanten, komplexe Strukturen) Sei X ein topologi-
scher Raum. Eine Karte (U, h) von X ist ein Homdomorphismus h : U — h(U) C C
von einer offenen Teilmenge U C X auf eine offene Teilmenge von C. Ein Atlas
A = {(Uj, hi)} von X ist eine Menge von Karten, sodass die Vereinigung der U; den
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topologischen Raum X iiberdeckt. Zu zwei Karten (U;, hy) und (Uj, hj) heift
hjohy':hy(U;nU;) — hi(U; N U;)

die Kartenwechselabbildung. Der Atlas A heifit komplexer Atlas, falls fiir al-
le Paare (i,j) die Kartenwechselabbildung biholomorph ist. Zwei Atlanten A =
{(Ui, hi)} und B = {(V;, g:)} heifflen dquivalent, falls fiir alle (U;, h;) € A und
fiir alle (V;, g;) € B die Kartenwechselabbildung g; o h; ' biholomorph ist.

Eine Aquivalenzklasse von Atlanten heifit komplexe Struktur auf X.

Zu einem gegebenen Atlas A = {(U;, h;)} von X und = € X sei (U, h) eine
Karte einer Umgebung von z. Dann ist auch (U, ) mit h(z) = h(z) — h(z) eine
Karte bei z. Der Atlas A U (U, ﬁ) ist offenbar zu A dquivalent, da die Verschie-
bung um h(x) eine holomorphe Abbildung ist. Fithrt man dies fiir alle z € X
durch, so sieht man, dass in einer komplexe Struktur stets eine Karte enthalten
ist, die einen gegebenen Punkt auf Null abbildet. Dies ist fiir lokale Rechnung
mit Potenzreihen sehr ntitzlich.

Definition 2.2 (Riemannsche Flache) Eine Riemannsche Flache ist ein haus-
dorffscher topologischer Raum mit einer komplexen Struktur. Eine Riemannsche Fli-
che heifst kompakt, wenn der zugrundeliegende topologische Raum kompakt ist.

Beispiele 2.3 Die komplexe Ebene C, die obere Halbebene H = {2z € C :
Im(z) > 0} und die Einheitskreisscheibe /\ = {z : |z| < 1} sind Riemannsche
Fldachen, gegeben durch eine Karte, ebenso C* = C\{0} und A* = A\{0} die
punktierte Ebene (bzw. punktierte Einheitskreisscheibe).

Beispiel 2.4 (Der Torus) Als zugrundeliegender topologischer Raum sei X =
St x S gegeben, wobei S' = {z € C : |z| = 1}. Zuw,ws € C* mit 22 ¢ R
definieren wir eine Riemannsche Fldche wie folgt. Sei (fiir ¢1,%2 € R)

‘ C — Stx st
a: z=1t1 -wy +tg-wy +—> (exp(27rit1),exp(27ri2)).

Die Abbildung q ist surjektiv und jeder Punkt z € C besitzt eine Umgebung
U.,sodass U, N (w+U,) = 0 fir alle w € Zw; + Zwy mit w # 0 gilt. Folglich ist
qlu. ein Homdomorphismus und die Abbildungen (¢|i,) ™! bilden einen Atlas
von St x St

Ist q(U1) N q(Us2) # 0 fiir zwei solche Umgebungen Uy, Us, so ist die Kar-
tenwechselabbildung (¢|v,)~! o (q|v,) gegeben durch z — z + w fiir ein
w € Zwy + Zws, also ein Biholomorphismus. Die Riemannsche Flache X mit
diesen Karten heifst der Torus mit Perioden w; und ws.

Seien fiir ¢ € I topologische Rdume X; gegeben und fiir j € J C N seien
topologische Rdume U; zusammen mit Abbildungen ¢; : U; — X, und ¢ :
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Abbildung 2.2: Der Torus als Quotient von C

U; — X, gegeben, wobei i; und i von j abhdngen. Sind die Bilder von ¢
und 2 offen und die Abbildungen 1, s fiir alle j € J Homdomorphismen
auf ihr Bild, so nennt man den topologischen Raum X = ([[;c; Xi) / ~, mit
der Aquivalenzrelation

i~z & 3JjeJ und yeUj:
21 =¢1(y), x2 = @2(y) oder w3 = p1(y), 1 = P2(y)
das Verkleben von X; langs der U;. Wir versehen X vermoge der Abbildung

[l;c; Xi — X mit der Quotiententopologie. Die folgende Aussage ist unmit-
telbare Konsequenz der Definitionen.

Proposition 2.5 Sind die X; und U; offene Teilmengen von C, die Inklusionsabbil-
dungen 1 und o fiir alle j € J biholomorph auf ihr Bild und der durch Verkleben
entstehende Raum X hausdorffsch, so ist X eine Riemannsche Fliche.

Beispiel 2.6 Ausgangsfldchen seien X; = C und X, = C. Die Verklebefldche
ist Uy = C* mit

cCr — X1 C* — X2
o1 und 9 : s 1

zZ — Zz l—};.

Die Voraussetzungen der Proposition [2.5 sind in diesem Beispiel erfiillt. Die

Fliche X heif$t Riemannsche Zahlenkugel oder Projektive Gerade PL. Die Menge
]P’(lC \ X ist einpunktig. Diesen Punkt werden wir mit co € }P’}C bezeichnen.

Beispiel 2.7 Wir wahlen X, X, und U » wie in Beispiel 2.4, aber ¢3(z) = z.
Der resultierende topologische Raum ist nicht hausdorffsch, also keine Rie-
mannsche Flache.

Beispiel 2.8 Wir betrachten nochmal den Torus mit Perioden 1 und i aus Bei-

spiel Wir wollen ihn nun durch Verkleben konstruieren. Sei
Xi={z=z+iyeC:2€(0,1),y € (0,1)},
Xo={2z€C:2€(0,1),y € (—e,+¢)}
Xs={z€C:zx€(—¢,+¢),y€(0,1)}
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3
wie in Abbildung 2.3/ und T* die Verklebung von [[ X; entlang der offenen
i=1

1m(2)
) X9
X3 X1
0 1 Rel

Abbildung 2.3: Der Torus durch Verkleben

Mengen U, , U, , U™, U wie folgt. Seien

U;:XQQH mit <p1:U2+—>X1,z»—>z
Uy =XoN{Imz <0} mit ¢1:U; — Xi,z2+—i+2
U = X3N{Rez > 0} o1:Uf — X1,z 2
Uy = X3N{Rez <0} p1: U3 — Xq,2— 142

und sei 9 jeweils die Inklusion U, i+ — X; bzw. U, — X;. Die Riemannsche
Flache T wird punktierter Torus genannt.

Im Unterschied zu S x S! ist T* nicht kompakt. Wir haben in der Ecke
noch ein Loch gelassen, das wir nun stopfen. Sei schlieslich 7" die Verklebung
von T mit der Kreisscheibe A entlang U; = A*, wobei wir ¢; auf den offenen
Vierteln

™

Upy={z€A:arg(z) € (k- 1)g,k§)}, k=1,..4,

definieren durch
p1: U1 — Xy, 20— 2 p1:U13— X4, 20— 2+1+1
p1:U1p — X1, z2+—2+1 p1: U1y — X1, 22— 2+1
und auf den Achsen durch
01:(0,1) — Xo, 2+ 2 w1:(0,1)i — X3, z+— 2
w1:(=1,0) — X9, z+— 2+1 w1:(=1,0)i — X3, 22— 2+

und ¢ : Up — A die Inklusionsabbildung ist.
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Das ist auf den ersten Blick ziemlich umstdndlich. Wir werden diese Art von
Verkleben im Abschnitt |8 {iber flache Flichen nochmal formalisieren und das
Einkleben der "Eckpunkte” automatisieren.

Wir haben nun zwei Arten gesehen Riemannsche Flachen zu konstruieren,
durch eine Quotientabbildung, bei der das Objekt ‘oben’ bereits eine Riemann-
sche Fldche ist, und synthetische durch Verkleben. Die dritte wichtige Art be-
schreibt Riemannsche Flachen als Unterobjekte.

Wir betrachten dazu Z = C? = R* mit der iiblichen reellen Topologie. Dann
sei zu vorgegebenen, paarweise verschiedenen x1, z2, 23 € C der topologische
Raum X definiert durch

X ={(@y) €2 y*=f@@)} mit f(2)=(0—)(x—z9)(w —32):

Fir x ¢ B = {z1,x2,23} sei wahlen wir eine Umgebung V' (z) C C, wel-
che B nicht trifft. Fir (z,y) € X ist dann die Zusammenhangskomponente
von U(z) = {(«/,y') € X : 2’ € V(z)}, welche (z,y) enthélt, eine Umge-
bung von (z,y) in X und die Projektion auf die erste Koordinate eine Karte.
Fiir x = x; wollen wir die Projektion auf die zweite Koordinate zu einer Karte
in einer Umgebung von (z;,0) € X machen. Dazu miissen wir eine Umge-
bung von (z;,0) angeben, auf der die Abbildung (z,y) — y in Homdomor-
phismus ist. Da die x; paarweise verschieden sind, ist die Ableitung von f(x)
im Punkt z = 21 von Null verschieden und die gewtinschte Umgebung exis-
tiert nach dem Satz tiber implizite Funktionen. Man priift nun noch nach, dass
die Kartenwechselabbildungen in der Tat holomorph sind.

Eine so definierte Riemannsche Fldache wird (punktierte) elliptische Kurve ge-
nannt.

2.2 Holomorphe Abbildungen

Nachdem wir nun die Objekte definiert haben, mit denen wir umgehen, folgt
nun die Definition der Morphismen zwischen Riemannschen Flachen und da-
mit auch, wann wir Riemannsche Fldchen als gleich ansehen.

Definition 2.9 (Holomorphe Abbildung) Eine Abbildung f : X — Y zwischen
zwei Riemannschen Fliichen heifit holomorph, falls f : X — Y stetig ist und fiir
jede Karte (U, g) von X und jede Karte (V,h) von Y die Verkettung ho fog™! :
g(Un f~4(V)) — C holomorph ist. f heifit biholomorph oder Isomorphismus;
falls f zudem bijektiv ist.

Es ist eine einfache Ubung zu priifen, dass der Torus mit Perioden 1,7 aus
Beispiel [2.4] zum Torus mit Perioden 1,7 aus Beispiel 2.8 isomorph ist. Dieser
ist wiederum zum Torus mit Perioden 1,4 + 1 isomorph.

Biholomorphe Selbstabbildungen einer Riemannschen Flache X (auch Biho-
lomorphismen oder Automorphismen von X genannt) bilden eine Gruppe,
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die wir mit Aut(X) bezeichnen. Im Beispiel der elliptischen Kurve am Ende
von AbschnittP.1]ist (z,y) — (2, —y) ein Automorphismus von X, der ellipti-
sche Involution genannt wird.

Es ist eine Konsequenz aus der Definition oben, dass die Umkehrabbildung
einer biholomorphen Abbildung ebenfalls wieder holomorph ist. Das wird am
Ende des Abschnitts klar sein, wenn wir die lokale Struktur von holomorphen
Abbildungen beschrieben haben. Wesentliches Hilfsmittel dazu ist, dass ho-
lomorphe Funktionen stets in Potenzreihen entwickelbar sind (siehe [FTDGL,
Satz 7.7]).

Definition 2.10 (Verzweigungsindex) Sei f : X — Y eine holomorphe Abbil-
dung zwischen Riemannschen Flichen, a € X und (U, g) und (V,h) Karten von
Umgebungen von a bzw. von f(a) mit g(a) = 0 und h(f(a)) = 0. Der Verzwei-
gungsindex von f bei a ist definiert als

ea(f) = min{n:b, #0}, wobei hofog '(z) = anz”.
n>1
Wir zeigen, dass dies wohldefiniert ist. Sei ((,77 7L) eine andere Karte im Bild-
bereich mit h ( f (a)) = 0,s0ist hoh™! eine biholomorphe Abbildung von ihrem
Definitionsbereich auf ihren Bildbereich. Also ist
hoh ! = Z 2"
n>1

eine Potenzreihe mit ¢; # 0. Schreiben wir

(hofog ™) (z)=(hoh )(hofog )(z) = Y bne"

undistb, =0 fiirn =1,...,k, soistauchgn =0 flirn = 1...k, und umge-
kehrt. Gleiches gilt fiir einen Kartenwechsel auf X.

Nach dem Identitdtssatz (siehe Lemma ?? weiter unten) ist e, (f) < oo, falls
f nicht in einer Umgebung von a konstant ist. Aus diesem Satz folgt auch, dass
falls f in einer Umgebung von a konstant ist, so ist f auf der ganzen Zusam-
menhangskomponente von X, welche a enthélt, konstant. Eine holomorphe
Abbildung f : X — Y heifdt nirgends konstant, falls e,(f) < oo fiir allea € X
ist.

Wir benutzen Begriff der Ordnung, um eine Normalform fiir holomorphe
Abbildungen herzuleiten.

Proposition 2.11 Sei f : X — Y holomorph und a € X mitn = e,(f) < oo. Dann
gibt es Karten (U, g) von X und (V,h) von'Y,sodass ho f o g~! = 2" ist.
Beweis: Wihle zunichst Karten (U, §) und (V, h) mit §(a) = 0 und a(f(a)) = 0

und sodass f(U) C V. Wir wollen aus der Potenzreihe

(hofog h)(z) = > b2

jzn
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eine n-te Wurzel p(z) = 2 Y, iz’ ziehen. Dann folgt aus dem Ansatz

ijzj = (z Zcizi)",

jzn 120

dass ¢y eine n-te Wurzel von b,, sein muss und dass sich die folgenden Terme

rekursiv eindeutig auflosen lassen, beginnend mit ¢; = —%=r. Die Funktion ¢
0

ist also in allen Féllen biholomorph auf einer Umgebung von Null. Wir setzen

g = ¢ o g und schranken U zu einer Umgebung U von « ein, sodass g~ ! auf
g(U) definiert ist. Aus der Definition der Umkehrabbildung folgt
@) (DY) = 2
j=0
und aus
hofog (2)=(hofogtow ™)) = (470 el (@)P) ="

320

folgt die Behauptung. Es verbleibt noch zu zeigen, dass diese n-te Wurzel nicht
nur eine formale Potenzreihe sondern in der Tat eine holomorphe Funktion auf
einer Umgebung von Null ist (Ubung). O

Korollar 2.12 [Offenheitssatz] Eine nirgends konstante, holomorphe Abbildung ist

offen.

Beweis: Fiir alle n € N ist das Bild der offenen Kreisscheibe A, unter z — 2"
eine offene Kreisscheibe mit Radius ™. O

Eine abgeschlossene Menge A C X heifst analytisch, wenn jeder Punkt in A

eine Umgebung U besitzt, sodass U N A Nullstellenmenge einer holomorphen
Abbildung U — Cist.
Eine Menge M C X heift lokal endlich, wenn fiir alle kompakten Mengen
K C X der Schnitt K N M endlich ist. Wir verwenden oft, dass in einer lo-
kal endlichen Menge M jeder Punkt m € M eine offene Umgebung U besitzt,
sodass U N M = {m} ist.

Satz 2.13 Sei X zusammenhingend und A analytisch. Dann ist A = X oder A ist
lokal endlich in X.

Das folgende Lemma ist zum Indentitdtssatz dquivalent:

Lemma 2.14 Sei U C C ein Gebiet und f : U — C holomorph und a € U ein
Hiufungspunkt der Nullstellenmenge von f. Dann gibt es eine Umgebung von a, auf
der f identisch verschwindet.
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Beweis: Wir leiten die Aussage aus dem bekannten Satz her, dass holomorphe
Funktionen lokal in Potenzreihen entwickelbar sind. Sei also

f(z) =) bu(z —a)".
n>0
Wegen der Stetigkeit ist f(a) = by = 0. Der Punkt a € U ist auch Haufungs-
punkt der Nullstellenmenge von

;(_ZL = Z b(z —a)" 1t

n>1
Folglich ist b; = 0 und induktiv folgt, dass alle b,, verschwinden. O

Beweis des Satzes Sei M die Menge der Haufungspunkte von A. Diese
ist abgeschlossen und M C A. Anwenden des Lemmas auf einen Punkta € M
ergibt, dass es eine offene Umgebung von a gibt, die ganz in M liegt. Also
ist M offen. Folglich ist M = X oder M = (). Damit hat jeder Punktina € A
eine offene Umgebung Uy mit AN U4 = {a} und damit ist A lokal endlich. O

Korollar 2.15 Seien f1, fo : X — Y zwei holomorphe Abbildungen und X zusam-
menhingend. Wenn A = {a € X : fi(a) = f2(a)} einen Hiaufungspunkt besitzt, so
ist fi = fa. Insbesondere ist jede nicht-konstante holomorphe Abbildung offen.

Beweis: Die Menge A ist abgeschlossen und analytisch, die Behauptungen fol-
gen unmittelbar aus dem Satz. O

3 Uberlagerungen und Fundamentalgruppen

Das erste Beispiel einer Uberlagerung steckt implizit in der Einleitung. Ist X
die Riemannsche Flache des Logarithmus, so definiert die Abbildung, die je-
der Karte (bestehend aus einer geschlitzten Ebene) in die Ebene abbildet, eine
wohldefinierte surjektive Abbildung X — C*. Abbildungen, die so aussehen,
werden wir als unverzweigte Uberlagerungen bezeichnen. Der allgemeine Be-
griff der Uberlagerung lasst lokal noch etwas mehr Flexibilitat zu.

Fundamentalgruppen beschreiben, welche unverzweigten Uberlagerungen
eine Riemannsche Flache zulisst. Sie sind die erste Invariante, die uns erlaubt,
Riemannsche Fliachen zu unterscheiden. Allerdings ist diese Invariante rein
topologischer Natur und daher recht grob.

3.1 Uberlagerungen

Seien X und Y Riemannsche Flachen. Wir setzen in diesem Abschnitt generall
X und Y als nichtleer und zusammenhéngend voraus. In Proposition ha-
ben wir jede nicht-konstante holomorphe Abbildung f : X — Y lokal in X in
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geeigneten Karten als z — 2" beschrieben. Der im folgenden definierte Begriff
der Uberlagerung beschreibt holomorphe Abbildungen lokal aus der Sichtwei-
se von Y. In manchen Quellen wird dieser verzweigte Uberlagerung genannt.
Der Begriff der Uberlagerung aus der Topologie korrespondiert zu dem unten
definierten Begriff einer unverzweigten Uberlagerung.

0>

o>
X

D
[

Abbildung 3.1: Eine (verzweigte) Uberlagerung

Definition 3.1 (Eigentliche und endliche Abbildungen, Uberlagerungen)

i) Eine holomorphe Abbildung f : X — Y heift eigentlich, falls das Urbild jedes
Kompaktums in Y kompakt in X ist.

ii) Eine holomorphe Abbildung f heifst endlich, falls f eigentlich ist und fiir jeden
Punkt y € Y die Faser f~'(y) endlich ist.

iii) Eine holomorphe Abbildung f heifit Uberlagerung, wenn fiir alle y € Y ein
r = r(y) sowie Kartenumgebungen (V,h : V. — A,) von y und Kartenum-
gebungen (U;, g;) von allen Punkten x; € f~1(y) existieren, sodass h(y) = 0
und g;(x;) = 01ist, sodass f(U;) =V gilt und f~1(V) = U, U die disjunkte
Vereinigung der U ist, und f in den Karten die Darstellung

hofogt: Ajng = Apy z 2"
mit einem n; € N hat.

Die Mengen U; und V' aus der Definition einer Uberlagerung werden Standardkar-
ten genannt.
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In der Definition einer Uberlagerung darf n; von i und y abhdngen und I ist
dabei nicht notwendig endlich.

Die Niitzlichkeit des Begriffs “eigentlich” zeigt sich an folgender Beobach-
tung. Ist f : X — Y eine holomorphe Abbildung und X kompakt, so ist f ins-
besondere eigentlich. Aber auch die Einschrankung einer solchen Abbildung
f: X\ f YA — Y\ A fiir eine abgeschlossene Teilmenge A C Y ist noch
immer eigentlich, obwohl der Definitionsbereich nun nicht mehr kompakt ist.

Lemma 3.2 Jede eigentliche holomorphe Abbildung f : X — Y ist abgeschlossen.

Beweis: Sei A C X abgeschlossen und b € Y\ f(A). Sei V' eine Umgebung
von b mit kompakter Hiille V. Dann ist f~1(V) N A kompakt. Es gilt stets
F(f~H(V)NA) =V nf(A) und diese Menge ist als stetiges Bild einer kompak-
ten Menge wieder kompakt. Folglich ist V\ (V N f(A)) eine Umgebung von b,
die f(A) nicht trifft. O

Satz 3.3 Sei f : X — Y eine holomorphe Abbildung.
a) f ist genau dann endlich, wenn f eigentlich und nicht-konstant ist.
b) Ist f endlich, so ist f eine Uberlagerung.

c) Ist f eine Uberlagerung und zudem fiir einen Punkt y € Y die Indexmenge I = I,
aus der Definition endlich, so ist f endlich und somit insbesondere eigentlich.

Beweis: a) Wenn f endlich ist, dann ist fiir alle y € Y die Faser f~!(y) endlich,
also insbesondere verschieden von X, da X # (). Damit ist f eigentlich und
nicht-konstant. Ist f eigentlich, so ist f~!(y) kompakt. Die Faser ist aber auch
eine analytische Menge und von X verschieden, also lokal endlich und somit
endlich.

b) Seiy € Y. Da f eigentlich und nicht konstant ist, und da Y zusammen-
hingend und X # () ist, muss f surjektiv sein (Korollar 2.12lund Lemma 3.2).
Also ist f~1(y) = {w1,...,24}. Wir wihlen Karten (V, h) um y mit h(y) = 0
und (U;, ¢;) um x; mit g(x;) = 0 und konnen hierbei nach Verkleinern der Um-
gebungen U; ohne Einschrankung annehmen, dass f(U;) C V gilt und dass
die U; disjunkt sind. Nach Proposition und deren Beweis finden wir fiir
jedes i eine Karte ((717 gi) mit ﬁi C U; so dass

hofogrt:gi(U) — hV), 2z 2™
mit einem n; = e;,(f) € N gilt. Indem wir zunédchst V' durch den Schnitt
VN ﬂle f(U;) und dann U; durch U; = U; N f~1(V) ersetzen, kénnen wir
f(U;) =V sicherstellen. Da Karten offen sind, gibt es zu jedem i ein r;, sodass
h~! auf A,, und g; Lauf Arl /m; definiert ist. Wir nehmen r als das Minimum

der r; und schlieBlich V = h=1(A,) sowie U; = g; *(A,1/x). Da f eigentlich ist,
tiberdeckt die Vereinigung der U; in der Tat f~1(V/).
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c) Wir zeigen zunichst, dass f~!(y) fiir jedes y € Y endlich ist. Dazu defi-
nieren wir

deg(f,y): Y »NU{ooh, ys S ealf).
zef~1(y)

Da f eine Uberlagerung ist, ist diese Abbildung lokal konstant aufgrund der
lokalen Normalform holomorpher Funktionen. Also ist sie konstant, da Y zu-
sammenhangend ist. Nach Voraussetzung ist die Konstante endlich, da I = I,
in einem Punkt endlich ist.

Es fehlt noch, die Eigentlichkeit zu zeigen. Sei dazu K C Y kompakt. Fiir
jedes y € Y gibt es Umgebungen V,, und U, ; aus der Definition von Uberlage-
rung. Da Y lokal kompakt ist (eine Riemannsche Flache sieht schliefslich lokal
aus wie eine offene Teilmenge von C), finden wir auch offene Umgebungen
Vy’ von y, sodass 7y’ kompakt und in V, enthalten sind. Da K kompakt ist, rei-
chen endlich viele V/,..., V] um K zu tiberdecken. Es reicht nun zu zeigen,
dass f~'(V/) fir allei = 1,...,r kompakt ist. (Denn die endliche Vereinigung
von Kompakta ist kompakt und f~'(K) c J;_, f~!(V/) ist als abgeschlossene
Menge in einem Kompaktum ebenfalls kompakt und damit ist f eigentlich.)
Dafiir reicht es zu zeigen, dass f ‘Uij : Ujj; — V; eigentlich ist. Dies kann man,
da die Karten  und g; Homoomorphismen sind, genauso gut fiir h o f o g; *
nachpriifen. Die Abbildung z — 2" ist aber eigentlich, denn das Urbild einer
kompakten Menge ist beschrankt — da das Urbild von B,.(0) in B 7 (0) liegt -
und abgeschlossen, also kompakt. 0

Die in obigem Beweis definierte Funktion deg(f) heifst Grad der endlichen
Abbildung. Die Punkte x € X mit e,(f) > 1 heiflen Verzweigungspunk-
te der Uberlagerungsabbildung. Uberlagerungsabbildungen ohne Verzwei-
gungspunkte heifsen unverzweigt.

Beispiel 3.4 Die Abbildung exp(-) : C — C* ist eine unverzweigte Uberlage-
rung, aber keine endliche Abbildung.

Die Abbildung z + 2?2 is eine Uberlagerung, da aber nicht unverzweigt ist.
Der Nullpunkt ist ein Verzweigungspunkt.

3.2 Wege und Homotopien

Der Begriff eines Weges ldsst sich in offensichtlicher Weise von Gebieten in C
auf topologische Rdume, also insbesondere auf Riemannsche Flachen verall-
gemeinern.

Definition 3.5 (Wege) Eine stetige Abbildung ~ : [0,1] — X in einen topologi-
schen Raum X heifst Weg von ~(a) nach v(3). Der Raum X heifit wegzusammen-
hédngend, falls es zwischen je zwei Punkten a,b € X einen Weg von a nach b gibt.
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Wege gibt es auf Riemannschen Fldchen viele, zu viele um daraus eine in-
teressante Invariante zu erhalten. Wir wollen nur Klassen von Wegen modulo
der Relation ,,daran wackeln” betrachten.

Definition 3.6 (Homotopie) Zwei Wege vo,7v1 : I = [0,1] — X von a nach b
heiflen homotop, falls es eine Schar von Wegen gibt, d.h. eine stetige Abbildung

h:IxI— X, v(s):=h(s,t),

sodass h(0,t) = a und h(1,t) = b fiir alle t € I gilt und sodass h(s,0) = yo(s) und
h(s,1) = ~1(s) ist. h wird Homotopie genannt.

71

Abbildung 3.2: Eine Homotopie zwischen - und 7,

Lemma 3.7 ,Homotop sein” ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Die Homotopien h(s,t) := v(s) und h(s,t) = h(s,1 — t) beweisen
Reflexivitdt und Symmetrie. Ist h eine Homotopie zwischen ~ und ; und ho
eine Homotopie zwischen 71 und 3, so ist

hl(S,Qt) fur 0
h(s,t) =
(s,2) {hg(s,Qt—l) fir 3

eine Homotopie zwischen 7y und 72. Man beachte die Stetigkeit der Abbil-
dung hbeit =1/2. O

<t
<t

[N

<
<

Isty; : I — X ein Weg von a nach b und 7, : I — X ein Weg von b nach ¢,
so definieren wir die Verkettung von Wegen als

I — X

Yo 1 s ~v1(2s) fir 0<
72(2s—1) fur 5 <

Lemma 3.8 Verkettung von Wegen ist assoziativ auf Homotopieklassen:
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Beweis: Sei wWo =73 - (’}/2 . ’)/1) und w1 = (’73 . ’)/2) ©Y1-
Die beiden Wege beschreiben dieselbe Bildmenge, die Homotopie muss nur
die Umparametrisierung durchfiihren. Die Homotopie

71 (2(2—1)-s) e 0<s< 95
_ 1 —t)(14¢ 1 1
h(s,t) = 72 <(S — 55 D) " 1istae ) s <5< 1= o

132 (148 (s =1+ g075) 1—gapy <s<1

leistet das Verlangte. O

Definition 3.9 Ein Weg ~ von a nach a heifit geschlossen oder Schleife. Der Weg
7~ (t) = v(1—t) heifst umgekehrter Weg. Mit 71 (X, a, b) bezeichnen wir die Menge
der Homotopieklassen von Wegen von a nach b.

Definition und Proposition 3.10 Die Homotopieklassen von Wegen von a nach a
bilden eine Gruppe
m(X,a) :=m(X,a,a),

die Fundamentalgruppe von X mit Basispunkt a. Ist b ein weiterer Punkt in X und
ist X wegzusammenhingend, so ist w1 (X, b) isomorph zu m (X, a).

Beweis: Neutrales Element ist v(¢) := a, inverses Element ist der umgekehrte
Weg. Ist 1) ein Weg von a nach b, so definiert

Yoyt im(X,a) = (X, b)

den gewiinschten Isomorphismus. OJ

Definition 3.11 (Einfach zusammenhingend) Ein zusammenhingender topolo-
gischer Raum X heifit einfach zusammenhdngend, falls m(X,a) = {id} fiir
eina € X ist.

Proposition 3.12 Ist X C C sternformig, so ist X einfach zusammenhingend.

Beweis: Sei a der Referenzpunkt des Sterns und v ein Weg. Dann ist
h(s,t) =ty(s)+ (1 —t)a

eine Homotopie von v zum konstanten Weg am Punkt a. O

Oftmals ist es niitzlich, einen Weg lokal zu modifizieren. Dazu verwendet
man folgenden Zerlegungssatz.

Proposition 3.13 Sei v : I — X ein Weg und U = {U;} eine offene Uberdeckung
von X. Dann gibt es eine Zerlegung 0 = sop < s1 < ... < s, = 1, sodass jeder
Teilweg Y([sj, sj4+1]) in einem U; enthalten ist.
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(CH=09=%

v(s1) v(s2) v(s3) v(s4)

Abbildung 3.3: Zerlegung in Teilwege

Die Beweisidee veranschaulicht das Bild, die Details sind eine einfache Ubung.

Korollar 3.14 Sei A C X lokal endlich und ~ : I — X ein Weg. Dann gibt es einen
Weg v : I — X homotop zu vy mit v(I) N A = ¢.

Beweis: Uberdecke X durch Wahl von je einer Kreisscheibe U, fiir jeden
Punkt a € A mit der Eigenschaft U, N A = {a} und durch das Komple-
ment X\ A. Wir wenden nun den Satz an und nehmen durch Zusammenfassen
von Teilwegen an, dass kein Teilweg ~y([s, sx+1]) ausschlieflich in einem U,
liegt. Folglich liegt kein Teilungspunkt in A. Jeder Teilweg in einem U, trifft
maximal einen Punkt in A. Wir ersetzen ihn durch einen anderen Weg in U,
der A nicht trifft. Da U, sternférmig, also einfach zusammenhéangend ist, sind
diese Wege homotop. O

Korollar 3.15 Die Zahlenkugel P ist einfach zusammenhingend.

Beweis: Wir konnen nach Korollar annehmen, dass der Weg oo = P(lc \ X4
vermeidet, also in X; = C verlduft. Da C sternférmig ist, folgt die Behauptung
aus Proposition 3.12] O

Selbst die Bestimmung der einfachsten Fundamentalgruppe, die der punk-
tierten Ebene oder punktierten Kreisscheibe, verwendet den Begriff der Lif-
tung auf eine Uberlagerung, und dies werden wir im folgenden Abschnitt all-
gemein untersuchen.

3.3 Unverzweigte Uberlagerungen

Wir wollen die Fundamentalgruppen von X und Y miteinander vergleichen,
falls es eine unverzweigte Uberlagerung von X nach Y gibt. In diesem Ab-
schnitt seien X und Y stets zusammenhéngend. Sei zunéchst f : X — Y nur
eine stetige Abbildung und v : I — Y ein Weg. Ein Weg 7 : I — X heifst
Liftung oder Hochhebung von v, falls v = f o n gilt.

Die Abbildung f heif3t unbegrenzt, falls jeder Weg ~ : [0,1) — X sich stetig
nach 1 fortsetzen lasst, sofern dies schon fiir den Weg f o~ :[0,1) — Y gilt.
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Proposition 3.16 Ist f : X — Y eine unverzweigte Uberlagerung, so sind Lif-
tungen von Wegen eindeutig durch den Anfangspunkt bestimmt, d.h. zwei Liftun-
gen 71,72 des Weges v : I — Y stimmen iiberein, sobald sie an einem Punkt ¢ € 1
iibereinstimmen. AufSerdem ist f unbegrenzt.

Beweis: Zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage betrachten wir die Menge
W ={s eI:v(s) = (s)} C I, an der die Liftungen tibereinstimmen.
Diese ist nicht leer, abgeschlossen, da X hausdorffsch ist und offen, da f lokal
ein Biholomorphismus ist und beide Wege Lifts desselben «y sind. Da I zusam-
menhédngend ist, muss W = I sein.

Fiir die zweite Aussage wihle eine Umgebung V' von f o v(1), sodass f auf
jeder Komponenten von f~1(V) die Identitt ist. Dann ist die Fortsetzbarkeit
klar. O

Unbegrenztheit ist die wesentliche Voraussetzung, um allgemein Wege zu
liften.

Proposition 3.17 Ist f : X — Y eine unverzweigte Uberlagerung und n : I — Y
ein Weg, so gibt es zu jedem x € X mit f(x) = n(0) einen Weg v : I — X mit
v(0) = x, welcher n liftet, d.h. sodass f o~y = .

Beweis: Wir iiberdecken das Bild des Wegs 1 mit V; wie in der Definition einer
Uberlagerung und zerlegen den Weg 7 in Teilwege 7; : [s;, si+1] — Y, sodass
0i([si, si+1]) C Viy1. Wir zeigen die Existenz eines Lifts auf [0, s;| durch Induk-
tion nach k. Fiir £ = 1 leistet dies die lokale Umkehrabbildung aus der Defini-
tion einer unverzweigten Uberlagerung. Wenn wir v auf [0, s;_1] bereits kon-
struiert haben, so gibt es genau eine Komponente Uy, von f~1(V}), die v(sx_1)
enthalt. Sei also 75, : Vi — U}, die Umkehrabbildung mit dieser Komponente
als Bildbereich. Dann setzen wir y auf [sx_1, sx] durch 7 o 7 fort. O

Offensichtlich ist das Bild einer Homotopie unter einer stetigen Abbildung
wieder eine Homotopie der Bildwege. Wesentlich zum Vergleich der Funda-
mentalgruppen ist nun folgender Liftungssatz fiir Homotopien.

Satz 3.18 (Liftungssatz) Sei f : X — Y eine unverzweigte Uberlagerung. Zwei
Wege vo,v1 : I — X mit gleichem Anfangspunkt a sind homotop, sobald die Bilder
n; = f o~ in'Y homotop sind.

Beweis: Sei k : I? — Y eine Homotopie von 7y nach 7;. Die Wege 1; : I —
Y,n(s) = k(s,t) haben alle den Anfangspunkt f(a), den Endpunkt f(7o(1))
und lassen sich nach Proposition zu vy - I — X liften. Es liegt also nahe,

h:I?> = X, h(s,t):=(s)

zu definieren Zu zeigen ist die Stetigkeit von h. Wir tiberdecken 79(/) mit V;
aus der Definition der Uberlagerung. Auf diesen V; hat f eine stetigen
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Schnitt 7; (d.h. fo7; = idy;) auf die Komponente, die vy enthélt. Zusammenge-
setzt erhalten wir somit einen stetigen Schnitt 7 : UV; — X, d.h. insbesondere
gilt f o7 omy = no. Da I kompakt ist, geniigen hierfiir endlich viele offene
Mengen V;.

Zunichst gibt es ein e > 0, sodass k(I x [0,£)) C [JV; wegen der Stetigkeit
von k. Dannist 7 o k : I x [0,e) — X ebenfalls stetig und stimmt dort mit h
tiberein. Damit haben wir die Stetigkeit von h auf I x [0, ¢) gezeigt.

Angenommen h ist nicht auf ganz I x I stetig. Dann gibt es ein minimales ¢,
sodass h auf I x [0, o] nicht stetig ist. Nach dem vorangehenden Argument ist
to > ¢ > 0.Seialso (so, to) eine der Unstetigkeitsstellen von h. Wir nehmen nun
eine Umgebung V von k(sg, tg) wie in der Definition einer Uberlagerung her.
Dann gibt es wieder einen stetigen Schnitt 7 : V' — X auf die Komponente
des Urbilds von V, die h(to, sp) enthdlt. Da k stetig ist, ist k&(Vy, x V;,) C V
fir gentigend kleine offene Umgebungen V;,, V;, C I von so bzw. von ty. Wir
betrachten i nun als Liftung der Wege us(t) = k(s,t) fur ¢t € [to — 9,tp] und
s € Vg, (d.h. wir vertauschen die Rollen von s und t). Diese Wege haben nach
der vorangehenden Proposition eine eindeutige Fortsetzung nach ¢ = ¢y. Da
7 o k auf Vy, x V;, einen Abbildung ist, die alle diese Wege liftet, muss h mit
T o k iibereinstimmen. Da 7 o k stetig ist, folgt auch die Stetigkeit von h, im
Widerspruch zur Annahme. O

Korollar 3.19 Sei f : X — Y eine unverzweigte Uberlagerung und a € X. Dann
ist der induzierte Homomorphismus f, : m (X, a) — w1 (Y, f(a)) injektiv.

Eine Anwendung ist ein topologisches Kriterium fiir Isomorphie von Uber-
lagerungen. Wir nennen zwei unverzweigte Uberlagerungen f; : X; — Y und
f2 : Xo — Y isomorph, falls es eine biholomorphe Abbildung ¢ : X; — X,

mit f2 op = fl glbt

Satz 3.20 Zwei unverzweigte Uberlagerungen fi: X1 —>Yund fy: Xo — Y sind
isomorph, falls es a; € X; und b € Y gibt mit fi(a;) =b €Y und

(fl)*(ﬂ-l(Xla al)) = (fQ)*(TU (XQ, CLQ)).
als Untergruppen von w1 (Y, b).

Der Satz folgt aus zweimaliger Anwendung der folgenden Hilfsiiberlegung.

Lemma 3.21 Sei f : X — Y eine unverzweigte Uberlagerung und g : Z — Y eine
stetige Abbildung mit f(a) = g(c) = bund g, (m1(Z,c)) C fu(m1(X,a)). Dann gibt
es genau eine stetige Liftung g : Z — X mit f o g = g und g(c) = a.

Beweis: Zu z € Z wihle einen Weg ~ von c nach z und lifte goy zu einem Weg
7 : I — X mit5(0) = a. Sei g(z) der Endpunkt von 7. Wir priifen die Wohlde-
finiertheit. Ist 5 ein weiterer Weg von ¢ nach z, so ist 7, Loy geschlossen, also
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g«(ry " - 7) = fo(6) inmi (Y, ¢), dh.
goy~(gov2)-(fod).

Die Lifte dieser beiden Wege nach X haben den selben Startpunkt ¢ € X und
nach dem Homotopieliftungssatz denselben Endpunkt. Es ist noch zu zeigen,
dass g stetig ist. Um dies beim Punkt zy zu zeigen, wihlt man eine Umge-
bung V von g(z) wie in der Definition von Uberlagerung, U die Komponente
von f~(V), die den Endpunkt des Lifts eines Weges 7o von ¢ nach z enthilt
und W = ¢g~1(V). Fiir jeden Punkt 2z in W kann man einen Weg ~ von ¢ nach z
wihlen, indem man ~ mit einem Weg in W verkettet. Damit ist §| w=1r ] ;1 og
und somit stetig.

Zum Beweis der Eindeutigkeit tiberdeckt man g((/)) mit offenen Mengen
wie in der Definition einer Uberlagerung, und zerlegt I in das Urbild dieser
Mengen. Der Eindeutigkeitsbeweis erfolgt nun induktiv tiber die so erzeugten
Teilintervalle wie auch schon in Proposition 3.17 O

Beweis des Satzes: Das Lemma angewandt auf fi = f, fo = g gibt eine
stetige Abbildung g mit fo = fi o g. Das gleiche Lemma angewandt auf f» = f
und f; = g ergibt eine stetige Abbildung in die umgekehrte Richtung. Die
Eindeutigkeitsaussage impliziert, dass diese Abbildungen zueinander invers
sind. Betrachtet man die Konstruktion im vorigen Lemma genau, so sieht man,
dass g die Verkettung von g und einer lokalen Umkehrabbildung von f ist. Da
also f und g holomorph sind, ist auch g holomorph und somit biholomorph.[J

Definition 3.22 Eine unverzweigte Uberlagerung f : Y — Y heifit universell,
falls es zu jeder unverzweigten Uberlagerung g : X — Y mit zusammenhiingendem
Definitionsbereich X und zu jeder Wahl von Basispunkten c € Y und a € g~ (f(c))
genau eine holomorphe Abbildung h : Y — X mit h(c) = a und g o h = f gibt.

Nach dem Satz ist eine universelle Uberlagerung (wenn sie existiert) bis
auf Isomorphie eindeutig. Die Existenz werden wir spéter in Satz zeigen.

Korollar 3.23 Jede einfach zusammenhingende, unverzweigte Uberlagerung ist uni-
versell.

Die obere Halbebene H ist die universelle Uberlagerung der punktierten
Kreisscheibe A*, denn sie ist einfach zusammenhidngend und z +— exp(2miz)
ist eine unverzweigte Uberlagerungsabbildung, wie man durch Einschranken
auf die Streifen k < Re(z) < k+ 1 fiir k € Zund k € Z + } erkennt.

3.4 Fundamentalgruppenbestimmung |

Von der punktierten Ebene bestimmen wir die Fundamentalgruppe mit Hilfe
der Liftungseigenschaften aus dem vorigen Abschnitt direkt.

Seite 21



Proposition 3.24 Die Fundamentalgruppe von C*, von A* und von S* ist jeweils
isomorph zu Z.

Beweis: Es geniigt die Aussage fiir S! zu beweisen, denn ist v(t) ein Weg
in C*, so ist t — ~(t)/|7(t)| ein dazu homotoper Weg in S*, eine Homoto-
pie ist A(s,t) = ~(t)/|sy(t) + (1 — s)|. In gleicher Weise vergleicht man die
Fundamentalgruppe von S! und von 35! sowie 15! und A*.

Wir betrachen die unverzweigte Uberlagerung H — A*, z — exp(27iz). Das
Bild von a = —5-log(3)i € H ist offenbar £ € A*. Sei n € m(A*, ). Dann
gibt es genau einen Lift v von 7 nach H mit Startpunkt a. Der Endpunkt des
Weges 1 hat die Gestalt a + k fiir ein & € Z. Die Abbildung n +— k definiert
offenbar einen surjektiven Homomorphismus m(A*, 1) — Z. Ist  im Kern,
so ist der Lift von n homotop zum trivialen Weg, da H einfach zusammenhén-
gend ist. Das Bild dieser Homotopie tiberfiihrt  in den trivialen Weg. Damit

haben wir die Bijektivitdt gezeigt. O

Die Fundamentalgruppe von allen komplizierteren Riemannschen Flachen
baut man aus dieser Proposition und dem folgenden Satz zusammen. Der Be-
weis hier folgt [Hat02].

Satz 3.25 (Seifert/van Kampen) Sei X = U UV mit U,V offen, zusammenhiin-
gend und wegzusammenhingend und sei auch U N'V zusammenhingend und weg-
zusammenhiangend. Ist a € U NV, so ist

m(UUV,a) =7(U,a) *x wnv,e) m(V,a)
ein amalgamiertes Produkt.

Beweis: Wir lassen den Basispunkt a aller Fundamentalgruppen ab sofort in
der Notation weg. Es seien s; : m (UNV) — 7 (U) und sp : m(UNV) — w1 (V)
sowie o} : m(U) — m1(X) und o} : m (V) — m1(X) die natiirlichen Abbildun-
gen, die von der Inklusion induziert sind. Nach der universellen Eigenschaft
des amalgamierten Produkts gibt es also einen eindeutigen Homomorphismus

@ :m(U) *r, wrvy m(V) = m(X).

Wir miissen zeigen, dass dieser surjektiv und injektiv ist.

Fiir die Surjektivitdt geniigt es zu zeigen, dass wir jeden geschlossenen
Weg ~ in X mit Startpunkt a als Verkettung von geschlossenen Wegen schrei-
ben kénnen, wovon jeder einzelne ganz in U oder ganz in V liegt. Dazu iiber-
decken wir I = [0,1] mit den offenen Mengen, bestehend aus den Zusam-
menhangskomponenten von v~ 1(U) und v~1(V). Da I kompakt ist, geniigen
endliche viele solcher Mengen zur Uberdeckung. Es gibt also, wie in Propo-
sitionZwischenpunkte 0 =350 < s <...sp, =1,sodass das Bild jedes
Intervalls v([si, si+1]) ganz in U oder ganz in V enthalten ist und ~([s;, si+1])
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genau dann ganz in U enthalten ist, wenn v([s;;1, si+2]) ganz in V' enthal-
ten ist. Fiir jedes i = 0,...,n liegt 7(s;) dann in U N V und wir wiahlen wir
einen Hilfsweg 7; von a nach ~(s;), welcher ganz in U N V' enthalten ist. Dies
ist aufgrund der Zusammenhangsvoraussetzung von U N V' moglich. Sei nun
Vi = M V1,8 ° n Y, furi = 1,...,n. Dann ist v = [["; Yn—i+1 und jedes
der ~; liegt nach Konstruktion in einer der offenen Mengen U oder V.

Wir fassen diesen Schritt nochmal zusammen. Eine Faktorisierung eines
Weges v in X ist eine formale Zerlegung v = [v,] - - - [y1] in stetige Abbildun-
geny; : [si—1, 5] — X mit~;(s;) = vi(si—1), sodass fiir jedes i eine der Inklusio-
nen Bild(v;) C U oder Bild(y;) C V gilt und sodass v homotop zur Verkettung
Yn © -+ 0 ist. Im ersten Schritt haben wir gezeigt, dass jeder Weg in X ei-
ne Faktorisierung besitzt. Wir definieren auf der Menge aller Faktorisierungen
von v eine Aquivalenzrelation, die von folgenden zwei Elementaroperationen
erzeugt ist. Zum Einen definieren wir, dass falls in v = [v,] - - - [1] ist und ~;
und ;41 beide in U oder beide in V liegen, diese Teilwege zur Faktorisierung
v =[] [Vit1 © ¥ - - - [71] zusammengefasst werden konnen. Des weiteren
erlauben wir, die Teilmengenzugehorigkeit eines Teilstiicks v; zu U oder zu V'
zu dndern, falls Bild(y;) C U NV ist.

Zum Beweis der Injektivitit ist nach Definition der Wortdquivalenz in einem
amalgamierten Produkt zu zeigen, dass zwei Faktorisierungen v = [v,] - - - [11]
und v = [v,] - [71] von in X homotopen Wegen ~ und ' dquivalent sind.
Hierbei haben wir durch Ubergang zu einer gemeinsamen Verfeinerung be-
reits angenommen, dass die Trennstellen beider Wege die gleichen s; sind.

Sei h : I x I — X eine Homotopie von 7 zu 7. Wir behaupten, dass wir
die kompakte Menge I x I mit abgeschlossenen achsenparallelen Rechtecken
R;;j = [si, si+1] x [rj,rj+1] Uberdecken konnen, sodass jedes Rechteck ganz ei-
ner Zusammenhangskomponenten von A~1(U) und h~1(V) liegt und sodass
die Trennpunkte der Faktorisierungen gerade die s; sind. Um dies einzusehen
betrachten wir alle in I x I offenen achsenparallen Rechtecke die ganz in einer
Komponente von h~1(U) oder h=1(V) liegen. Da U und V offen sind, iiber-
deckt diese Kollektion ganz I x I und aufgrund der Kompaktheit gentigt eine
endliche Teilmenge. Jedes der offenen Rechtecke kann nun zu einem in I x [
abgeschlossenen Rechteck verkleinert werden, sodass deren Vereinigung im-
mer noch I x I {iberdeckt. Nach Ubergang zu einer Verfeinerung sind all diese
Rechtecke von der Form [s;, si11] X [}, 7j+1] und nach einer weiteren Verfeine-
rung die Trennpunkte unter den s;, wie behauptet. Dabei eine I = {0,...,n}
und J = {0,...,m} die Indexmengen fiir i bzw. fiir j. Wir schreiben auch
R; jy, fiir das Rechteck R;;.

Seien z;; = (s;,7;) die Eckpunkte dieser Rechtecke und 7;; Wege von «
nach h(z;j) ganz in U, falls z;; € h=Y(U), und (zudem) ganz in V, falls
z;; € h~1(V).Jeder Wege in I x I von einem Punkte in {0} x I zu einem Punkt
in {1} x I definiert einen Weg in X, der bei a beginnt und endet. Darunter sind
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inbesondere die Wege 7, die die Rechtecke Ry,...,R; von Ryi1,..., Rmn
trennt. Inbesondere ist v = 7 und / = ~™"). Fir jedes ~® betrachten
wir die Faktorisierung entsprechend der Randkanten der Rechtecke, die ()
durchlduft, wobei wir die Wege mit den 7;; pra- und postkomponieren, sodass
jeder Teilweg in a startet und endet. Es gentigt also zu zeigen, dass die Fak-
torisierungen von () und 4“+Y fiir alle ¢ dquivalent sind. Dies ist nun aber
offensichtlich, indem wir den eine Homotopie zwischen den zwei Randwegen
eines Rechtecks von (s;,7;) nach s;41,7j—1) verwenden, und gegebenenfalls
zuvor die zweite Eigenschaft der Faktorisierungsdaquivalenz, um die Wegzu-
gehorigkeit von U nach V' (oder umgekehrt) zu dndern. O

Ist insbesondere U N V' einfach zusammenhéngend, so ist 71 (X) ein freies
Produkt von 71 (U) und 71 (V).

Eine einfache Schleife um a; € X mit Basispunkt a ist ein Weg v : I — X der
folgenden Gestalt: Es gibt eine Karte 4 : U — C mit h(a;) = 0, einen Punkt
a € U\ a; in der Ndhe von a;, und einen Weg 7 von a nach a, sodass ~ zur
Verkettung

(W o (te €™ h(@)oh) -

homotop ist.

Satz 3.26 Seien ag...,a, € Pl paarweise verschieden mit r > 1. Es gibt einfache
Schleifen ~v; um die Punkte a; fiir j = 0, ..., r, sodass

m(Pe\{ao, ... ar}) 2 Fpyy oy und [ v =id.
7=0

Beweis: Durch Automorphismen von P} erreicht man ohne Einschrinkung,
dass ap = oo und danach zudem dass die Realteile der a; verschieden sind
(unter allen Abbildungen z — €z fiir § € R ist diese Bedingung nur fiir
endlich viele 6 nicht erfiillt). Sei R ein achsenparalleles Rechteck, das alle a;,
1 > 1 enthilt.

Sei z¢ € OR ein Basispunkt. Der Rand des Rechtecks ist ein einfacher Weg
um oo und es gilt

T (Pé\{ao, conart) Z2m(R\{a1,...,a},

da alle Wege durch zentrische Streckung zu einem Weg in R homotop sind.
Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach 7. Fiir r = 1ist y; = v ! eine
gesuchte einfache Schleife um a;. Fiir den Induktionsschritt wenden wir den
Satz Von Seifert/van Kampen auf die Uberdeckung von R durch U und V
(spezifiziert durch den im Bild markierten Realteil) an. 0
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Abbildung 3.4: Zerlegung der Punktierungen in zwei Teilmengen

3.5 Triangulierung und kanonische Zerschneidung

Ziel dieses Abschnittes ist es, jede kompakte Riemannsche Fldche topologisch
aus einem relativ einfachen Polygon zu kontruieren. Hilfsmittel hierfiir sind
Triangulierungen, die wir nun definieren.

Sei S das Dreieck mit Ecken 0,1,¢?™/3 in C = R2. Ein 2-Simplex der Rie-
mannschen Flache X ist eine stetige und injektive Abbildung S — X, die eine
Homoomorphismus auf das Bild ist. Die Bilder von 0, 1, ¢2™/3 werden Ecken
des Simplexes genannt, die Bilder der Geradensegmente [0, 1], [1, 2™/3] und
[0, 2™/3] werden Kanten des Simplexes genannt, die Bilder der entsprechen-
den offenen Geradensegmente auch offene Kanten.

Eine Triangulierung von X ist eine Kollektion von 2-Simplices a; : S — X
mit [ J; @;(S) = X und folgenden Eigenschaften. Fiir jeden Punkt a € X gilt:

i) Liegt a € X im Bild von ¢, aber nicht auf dessen Kante, so gibt es genau
ein ¢ mit ¢ € Bild (o;). In diesem Fall ist a;(S) eine Umgebung von a
in X.
ii) Liegt a auf der offenen Kante K eines Simplexes, so gibt es genau zwei
Indices 4, j mit K = o;(S)Ney;(S) und o, (S)Ue;(S) ist Umgebung von a.
iii) Andernfalls gibt es eine endliche Zahl von Indices ik, sagen wir k =
1...n,sodass a eine Ecke von jedem «, (S) ist, sodass U}_; o, (S) ist ei-
ne Umgebung von a ist, und sodass in geeigneter Nummerierung o, (.S)
und «, , (S) sowie a;, (S) und «;, (S) genau eine Kante gemeinsam ha-
ben, und sodass alle anderen «;, (5), e, (S) mit k # ¢ haben genau den
Punkt a gemeinsam.
Kurz gesagt ist es also bei einer Triangulierung nicht gestattet, dass der Eck-
punkt eines Simplexes in der Mitte der Kante eines anderen Simplexes liegt.

Satz 3.27 Jede kompakte Riemannsche Fliiche besitzt eine Triangulierung.

Beispiel 3.28 Das folgende Bild erhilt ein Beispiel fiir eine Triangulierung des
Torus mit 18 Dreiecken.
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Abbildung 3.5: Triangulierung des Torus

Beweis: Wegen der vorausgesetzten Kompaktheit konnen wir X mit endlich
vielen Kreisscheiben tiberdecken und annehmen, dass keine dieser Scheiben
ganz in einer anderen enthalten ist, dh. X = (J! ; D; mit D; = A, (a;) fur
geeignete Punkte a; € X und Radien¢; € Rund D; ¢ Dj fiir i # j. Sei

S = 0A,(ai) N OA,,(aj) = | Din D,

1<j 1<j

die Menge aller Schnittpunkte von zwei solchen Kreisscheiben. Ein topolo-
gisches Lemma (z.B. das Lemma auf S. 20 in [Rey89], Induktion nach n und
geeignetes leichtes Vergrofiern der Kreisscheiben) erlaubt anzunehmen, dass
der gesamte Rand aller Kreisscheiben | J;- ; dD; eine endliche (!) Vereinigung
von Bogen A; indiziert durch j € J (und J endlich) zwischen den Schnitt-
punkten S ist.

Falls es Paar (i, j) gibt mit 9D; C D;, so behaupten wir, dass auch 0D; C D;
gilt. Da die Scheiben nicht ineinander enthalten sind, gibt es einen Punkt
xz € D; \ D;. Wir nehmen einen Weg, der = mit 0D; verbindet. Nach Voraus-
setzung und da D; offen ist, muss das Innere des Weges einen Randpunkt
von D; treffen, welches also im Innern von D; liegt. Angenommen es gibt auch
einen Randpunkt ' € 9D; \ D;. Dann kénnen wir r und r’ entlang des Ran-
des 0D; verbinden, denn der Rand einer Kreisscheibe ist ja zusammenhén-
gend. Da wir D; dabei verlassen muss auf dem Weg ein Punkt von 0D; lie-
gen, welcher also in 0D; N dD; ist, Widerspruch. Damit folgt X = S2? indem
man die Region zwischen 0D; und 0D; mit dem Raum zwischen zwei Brei-
tenkreisen identifiziert. Sicherlich hat S? eine Triangulierung (z.B. mit Kanten
auf dem Aquator und in den Langenkreisen).

Andernfalls, falls es kein Paar (3, j) gibt mit 0D; C Dj, so enthilt der Rand
eines jeden D; einen Punkt in S. Also ist X durch Polygone mit Kanten beste-
hend aus den A; und Eckpunkten in S zerlegt, welche durch Einfiigen weiterer
Kanten zu einer Triangulierung verfeinert werden kann. O

Triangulierungen kann man auch fiir topologische Flachen (mit Karten
in R? und Homomorphismen als Kartenwechselabbildungen) definieren. Tri-
angulierbarkeit fiir Riemannsche Flachen ist auch ohne die Kompaktheitsvor-
aussetzung richtig, aber hierzu benétigt man die Methoden aus Abschnitt [7}
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Im allgemeineren topologischen Kontext benotigt man eine topologische Gut-
artigkeitsvoraussetzung (Abzédhlbarkeit).

Die Umkehrung des Satzes gilt auch. Dazu erinneren wir, dass eine topo-
logische Flache mit Karten in R2 orientierbar genannt wird, wenn die Karten-
wechselabbildungen die Orientierung von R? respektieren. Holomorphe Kar-
tenwechselabbildungen haben diese Eigenschaft, weswegen Riemannsche Fla-
chen stets orientierbar sind.

Proposition 3.29 Jede orientierbare triangulierbare topologische Fliche besitzt einen
komplexen Atlas.

Beweis: Siehe z.B. Théoréme 2.3 in [Rey89]. O

Wir kénnen nun das Hauptresultat des Abschnitts formulieren.

Satz 3.30 Jede kompakte Riemannsche Fliche X ist homdomorph zu S oder (als topo-
logischer Raum) zur Verklebung wie in Abbildung 3.6|eines Polygons mit 2g Kanten,
wobei Kanten mit gleichem Symbol (bis auf Potenz) unter Beachtung der Pfeilrichtung
identifiziert werden.

Abbildung 3.6: Kanonische Zerschneidung

Man beachte, dass bei der Zerschneidung wie in Abbildung[3.6/die Anfangs-

und Endpunkte aller Kanten zu einem einzigen Punkt in der Riemannschen
Flache X identifiziert werden.
Beweis: Man pflastere einen zusammenhidngenden und einfach zusammen-
héngenden Teil der Ebene mit den Dreiecken der Triangulierung. Man num-
meriere Kanten am Rand des Polygons, die auf X identifiziert waren mit den
Kanten-Symbolen a; und al-_l, 1 € I. Man identifiziere weitere Ecken, die dem
gleichen Punkt in X entsprechen, mit demselben Ecken-Symbol P; mit ¢ € Ig.
Dieses Polygon wird mit den folgenden Modifikationen in Normalform ge-
bracht.
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1) Falls es nur zwei Seiten ¢ und a~* gibt, soist X ~ § 2,

2) Falls es mehr als zwei Seiten gibt, sorgt man zunéchst dafiir, dass nur
ein Ecksymbol, sagen wir p auftritt. Denn gibt es noch ein weiteres Sym-
bol ¢, so sorgt das Abtrennen und Neuverkleben in Figur (untenstehend)
dafiir, dass die Anzahl der Ecken mit Symbol ¢ um eins erniedrigt und
die mit Symbol p um eins erhoht wird.

Abbildung 3.7: Schritt 2 von Satz

3) Benachbarte a und a~! werden verklebt. (Die Aussage des Satzes ist to-
pologisch, die Einbettung der Figur in die Ebene ist irrelevant.)

4) Zu jeder Kante a gibt es eine Kante b, sodass a und b verschachtelt
sind, d.h. dass die zugehorigen Symbole in der zyklischen Reihenfol-
ge...a...b...a”t...b71 ... beim Umlauf der Kantensymbole am Rand
auftreten. Denn andernfalls konnte man das Polygon wie in Abbil-
dung langs einer Kante ¢ von a nach a~!in P; und P, zerschneiden
und entsprechend der Seitenidentifikationen verkleben. Man erhalt so
eine berandete Riemannsche Fliche X mit Rand ¢, sodass X durch Ver-
kleben entlang c entsteht. Sei V' eine beliebige Umgebung von P in X.
In der Riemannschen Fldche X zerfdllt V\{ P} in zwei Zusammenhangs-
komponenten. Dies ist ein Widerspruch und folglich kann die Riemann-
sche Flache nicht die angenommene Gestalt haben.

De a oD

P |, P P

[
[

1
p a p 1

Abbildung 3.8: Schritt 4 von Satz m

5) Zu jedem Paar verschachtelter Kanten kann man durch die Wiederver-
klebung wie skizziert in Abbildung ein paar aufeinanderfolgender
verschachtelter Kanten herstellen.
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Abbildung 3.9: Schritt 5 von Satz

6) Die gestrichelten Abschnitte bleiben in Schritt 5 unberiihrt. Man kann
also die Schritte 3 und 5 wiederholen, bis alle verschachtelten Paare auf-

einanderfolgen.
O

Bemerkung 3.31 Beim Wiederverkleben bilden Paare aufeinanderfolgender
verschachtelter Kanten eine ,,Henkelzerschneidung” der Riemannschen Fla-
che, wie in Abbildung fiir g = 2 dargestellt.

Abbildung 3.10: Henkelzerschneidung

3.6 Fundamentalgruppenbestimmung Il

Die Anzahl der Kanten der kanonischen Zerschneidung einer kompakten Rie-
mannschen Flache ist die erste fundamentale Invariante dieser Objekte.
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Satz 3.32 Die kompakte Riemannsche Fliche X habe eine Zerschneidung in ein 4g-
gon wie in Satz mit g > 1. Dann ist die Fundamentalgruppe von X prisentiert
durch

m(X) = ({a1,....ag,b1,...,bg} | | [las, bil.)
=1

Korollar 3.33 In diesem Fall ist H(X,Z) = 71(X)2> = 729, Insbesondere ist g
eine Invariante der kompakten Riemannschen Fliche X.

Definition 3.34 (Geschlecht) Diese Invariante g = & Rang(H1(X,Z)) wird Ge-
schlecht der Riemannschen Fliche genannt. Wir definieren g(S?) = 0.

Beweis des Satzes: Sei ¢ ein Punkt im Inneren des Polygons, U = X\{¢}
und V sei X ohne den Rand des 4g—gons. Dannist X = U UV und U NV
ist homoéomorph zu A*, hat also nach Proposition die Fundamental-
gruppe m (U N'V) = Z erzeugt von [[7_,[a;, b;]. Weiter ist V homdomorph
zu A, also m(V) = {id}. Zentrische Streckung definiert eine Homotopie
m(U) =m (8(4g-gon)), wobei der Rand des 4g-gons ein Bouquet By, von 2g
Kreisen ist.

Abbildung 3.11: Bouquet Bay,

Nach dem Satz von Seifert/van Kampen ist

g

TU(X) 2 m1(Bag) #2.(nfa,n)) {1} = m1(Bag) /(] Jlai, bil)-
=1

Per Induktion und wiederum mit Seifert/van Kampen folgt, dass m(Ba,) =
F5, eine freie Gruppe erzeugt von ay, ..., a4, b1, ..., by ist. ]

Satz 3.35 Ist X eine kompakte Fliche mit einer Triangulierung (oder allgemeiner:
Zerlequng in zusammenhingende und einfach zusammenhingende Zellen), mit F
Fliichen (oder Zellen), K Kanten und E Ecken, so gilt

2—-29=F—-K+F.
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Beweis: Man zeigt leicht der Reihe nach:
i) E — K + F bleibt beim Verfeinern einer Triangulierung invariant.

ii) Diese Grofie bleibt auch invariant, wenn man ein zusammenhéngendes
und einfach zusammenhéngendes n-gon zu einer Triangulierung verfei-
nert.

iii) Die Formel ist richtig fiir die Triangulierung einer kanonischen Zer-
schneidung einer Riemannschen Fliche mit g > 1, die man erhélt, in
dem man die Eckpunkte und Seitenmitten mit einem Punkt im Innern
des 4g-gons verbindet. Sie ist auch fiir eine Triangulierung der Sphare
richtig.

Aus diesen Aussagen folgt der Satz. O

3.7 Galoisgruppen von Uberlagerungen, normale Uberlagerungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir, welche Uberlagerungen vollstindig
durch Gruppentheorie beschrieben sind. Der gesamte Abschnitt ist vollkom-
men analog zur Galoistheorie von Koérpererweiterungen.

Die Standardbegriffe der Gruppentheorie werden wir auch fiir Automor-
phismen von Riemannschen Fliachen verwenden. Fiir eine Untergruppe G' <
Aut(X) heilit G-z = {g(x), g € G} die Bahn von x unter der Aktion von G. Die
Fixgruppe eines Punktes x € X ist definiert als Fix(z) := {g € G : g(x) = x}.

Beispielsweise sei X = C. Fiir alle A\ € C* ist m) : z — A - z ein Automor-
phismus von X. Fiir alle 4 € Cistebenso t, : z — 2+ ein Automorphismus
von X.

Als weiteres Beispiel erinnern wir daran, dass fiir alle M = (‘g g) € SLy(R)
die Abbildung z — M - z := %+t ein Automorphismus der oberen Halbebe-

cz+d
ne H ist. Ein solcher Automorphismus wird Mobiustransformation genannt.

Definitionen 3.36 (Galoisgruppe, normale Uberlagerung) Sei f : X — Y
eine (nicht notwendigerweise unverzweigte) Uberlagerung zwischen zusammenhiin-
genden Riemannschen Fliichen.

i) Die Gruppe Gal(f) := Gal(X/Y) = {g € Aut(X) : fog = f} heifit
Galoisgruppe von f (oder auch Deckgruppe).

ii) Ist f unverzweigt, so heifit f normal (oder Galoissch), wenn Gal(f) fiir alle
y € Y transitiv auf der Faser f~'(y) operiert, d.h. wenn fiir alle z1, 15 €
[ 1(y) ein g € Gal(f) existiert mit g(x1) = x2.

ii1) Sei X zusammenhingend und A C X die Menge der Verzweigungspunkte
von f. Dann heifit allgemeiner f normal (oder Galoissch), wenn die unver-
zweigte Uberlagerung f : X \ f~1(f(A)) — Y \ f(A) galoissch ist.

Obige Definition von Galois verlangt Transitivitit in allen Fasern, aber Tran-
sitivitdt in einer Faser gentigt schon, wie das folgende Lemma besagt.
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Lemma 3.37 f: X — Y ist normal, falls es einen Punkt y € Y\ f(A) gibt, so dass
es zu jedem Paar x;,x; € f~'(y) ein Element g von Gal(f) gibt mit g(z;) = x;.

Beweis: Sei y € Y beliebig. Verbinde y und y mit einem Weg ~. Seien z;,z; €
f71(y) und v;,~; die Liftungen von 7 nach X beginnend bei #; bzw. Z; und
endend bei z; bzw. ;. Dann leistet g € Gal(f) mit g(z;) = x; das Verlangte. [J

Beispiele 3.38 Wir geben ein Beispiel fiir eine normale Uberlagerung und eine Uber-
lagerung ohne diese Eigenschaft an. Man beachte, dass wir nicht gefordert haben, dass
der Grad der Uberlagerung endlich ist.

i) Betrachte die Exponentialabbildung exp(-) : X = C — Y = C*. Dann ist

Gal(X/Y) = {2z 2z + 2mik,k € Z}

und deswegen ist exp eine normale Uberlagerung.
1) Sei X* die Riemannsche Fliche, die aus X1 durch Verkleben der Paare von Sei-
ten mit gleichem Symbol (analog zu Beispiel entsteht. Wir werden diese

_ a . b

1 // //

1 a X c
1
1

1 & : &
1

L b : c

I 1 il 1 il 1 i

Abbildung 3.12: Beispiel fiir eine nicht-galoissche Uberlagerung

Konstruktion nochmal formal in Abschnitt[8|aufgreifen. Es gibt eine offensicht-
liche Abbildung f - X* — TY, ;y auf den punktierten Torus, welche das Innere
jedes Quadrats bijektiv auf das Innere des Quadrat abbildet, welches zur Kon-
struktion von T* verwendet wurde. Dies ist eine Uberlagerung vom Grad 4.
Es ist aber Gal(X* /T{*LZ.}) = 7./9z, denn wenn man das Quadrat links oben
auf eines der vier Quadrate schickt, lisst sich dies nur in zwei der vier Fiillen
zu einem Biholomorphismus von X* fortsetzen. Somit ist diese Uberlagerung
nicht Galoissch.

Sei ab sofort ¢, eine primitive n—te Einheitswurzel, d.h. es gilt (;; = 1
und(ﬁ#lfﬁr1§k<n.

Lemma 3.39 Sei f : A. — Acn die Uberlagerung z ~ 2". Dann ist Gal(f) =
Z/nz.
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Beweis: Ist g € Gal(f), soist g(2)" = f(g(z)) = 2", d.h. g(z) = (! - z, wobei
der Exponent i a priori vom Punkt z abhdngt. Da aber g stetig ist, hangt ¢ de
facto nicht von z ab. Umgekehrt ist jede Abbildung z — ¢’ -z fiiri € {1,...,n}
in Gal(f). 0

Ist f : X — Y eine Uberlagerung vom Grad d und y € Y ein Punkt mit d
Urbildern {x1, ..., z4}. Dann definiert man eine Abbildung

)

p(+) Gal(f) — Perm({z1,...,24}) = Sy
' 9 — (2 g(x),i=1,...,d).

die Permutationsdarstellung der Galoisgruppe genannt wird.

Beispiel 3.40 Die Abbildung exp(-) ist eine normale Uberlagerung, die Abbildung f
aus Le;nma ebenfalls. Die Uberlagerung X* — Ty, 5 aus Beispiel ist nicht
normal.

Proposition 3.41 Sei f normal und f~(y) = {x1,..., 2.} die Faser von f iiber
einem beliebigen Punkt y € Y. Dann ist e, (f) = ... = €5, (f).

Beweis: Sei V eine Umgebung von y wie in der Definition einer Uberlagerung
und f~Y(V) = U1 U...UU;, mit z; € U;. Aus Normalitat folgt die Existenz von
g; € Gal(f) mit g;(z;) = 1 furi = 2, ..., k. Wir erhalten

€x, (f) = €, (f 0 9i) = €, (f),

da g; ein Biholomorphismus ist. O

Satz 3.42 Sei f : X — Y eine unverzweigte Uberlagerung mit f(a) = b. Ist a €
f71(b) ein weiterer Punkt im Urbild, so ist f,(m1(X,a)) zu fi(m1(X, a)) in (Y, b)
konjugiert. Mit einem solchem Basispunktwechsel erhilt man alle zu f. (71 (X,a))
konjugierten Untergruppen von w1 (Y, b).

Insbesondere gilt: f ist genau dann normal, wenn f, (7r1 (X, a)) ein Normalteiler
in w1(Y, b) ist. In diesem Fall ist

Gal(f) = mi(Y,0)/fu(m(X, a)).

Beweis: Sei v ein Weg von a nach a. Dann ist 4 = f o 7 ein geschlosse-
ner Weg in Y. Die Abbildung n +— ~~!ny definiert einen Isomorphismus
m(X,a) — m(X,a). Folglich ist ¥ £, (m1(X,a))y = f«(m(X,@)), wie be-
hauptet. Umgekehrt sei die konjugierte Gruppe 7~ f. (1, a)7 gegeben. Lifte ¥
zu einem Weg in X beginnend mit a. Diese endet in einem Punkt a. Dann
ist Y71 fi(m1(X,a))y = fim(X,a@) und wir haben die konjugierte Gruppe als
Fundamentalgruppe basiert bei a geschrieben.

Ist f.(m1(X,a)) ein Normalteiler, so kénnen wir das Liftungslemma ﬂ
auf f, auf ¢ = f und zwei beliebige Punkte a,a € f~!(b) anwenden. Der
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so erhaltene Lift ist das gesuchte Element von Gal( f). Damit erhdlt man auch
die Abbildung von rechts nach links im gesuchten Isomorphismus. Die Um-
kehrabbildung haben wir bereits oben kennengelernt, denn Nebenklassen
m1(Y,b)/f«(m1(X, a)) entsprechen den Punkten im Urbild von b und Gal(f)
operiert frei auf diesen. O

3.8 Unverzweigte Uberlagerungen zu gegebenen Untergruppen

Satz 3.43 Zu jeder Untergruppe H < mi(Y,b) gibt es (bis auf Isomorphie) genau
eine zusammenhiingende unverzweigte Uberlagerung f : X — Y mit gewihltem
Basispunkt a € X, sodass f(a) = bund f.(m(X,a)) = H. Weiterhin ist [r(Y,b) :
H] = deg(f).

Beweis: Die Eindeutigkeit bis auf Isomorphie haben wir bereits in Satz
gezeigt. Wir nennen zwei Wege 71, 72, die in b beginnen, H-dquivalent, falls
—1

Y2 € H

Sei X die Menge der H-Aquivalenzklassen von WegeninY und f : X — Y
die Abbildung, die jedem Weg den Endpunkt zuordnet. Sei z = [7]y € X ein
Weg von b nach y und U, eine einfach zusammenhdngende Umgebung von y.
Wir definieren

Uz = {[71-7]u, 71 Weg in U, beginnend bei y}.

Dann st f|y, : U, — U, eine Bijektion, da U, zusammenhéngend und einfach
zusammenhdngend ist. Mit Bijektionen dieser Art definieren wir auf X einen
Atlas und damit eine komplexe Struktur.

Es bleibt noch zu zeigen, dass |f~1(b)| = [m1(Y,b) : H] ist. Da nach Kon-
struktion f~1(b) die Menge der H-Aquivalenzklassen von Wegen von b nach b
ist, folgt dies sofort. O

Angewandt auf die triviale Gruppe zeigt dieser Satz zusammen mit Korol-

lar sofort:
Korollar 3.44 Jede Riemannsche Fliiche besitzt eine universelle Uberlagerung.

Korollar 3.45 Zu jedem surjektiven Gruppenhomomorphismus m1(Y,a) — G gibt
es bis auf Isomorphie genau eine normale unverzweigte Uberlagerung f : X — Y mit
Deckgruppe Gal(f) = G.

Der Satz gibt auch ein Verfahren an, um Uberlagerungen nach Wunsch her-
zustellen. Bevor wir dies als Verfahren formulieren, analysieren wir noch ein-
mal eine unverzweigte Uberlagerung und stellen fest, dass wir in jedem Fall
einen Homomorphismus erhalten.
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Definition 3.46 (Monodromie) Die Monodromiedarstellung einer unverzweig-
ten Uberlagerung f : X — Y ist der Homomorphismus

Mon : ™ (K b) — Perm(f_l(b)) = Sdeg(f)
vy —> (a > Endpunkt des Lifts von v nach X beginnend in a)

Das Bild dieses Homomorphismus wird Monodromiegruppe der Uberlagerung ge-
nannt.

Ist f normal, so faktorisiert Mon tiber die Untergruppe (X, a) und der
Quotientenhomomorphismus ist gerade die Permutationsdarstellung der Ga-
loisgruppen. Damit erhalten wir ein Kriterium fiir Normalitit von Uberlage-
rungen:

Korollar 3.47 Die Uberlagerung f : X — Y ist genau dann normal, wenn ihr Grad
gleich |Bild(Mon)| ist.

Beweis: Nach dem Homomorphiesatz ist |Bild(Mon)| gleich dem Index von
m1 (X, a) in (Y, b). Ist f normal, so ist dies gleich | Gal(f)| und damit gleich
der Michtigkeit einer beliebigen Faser von f, also dem Grad von f. Ist um-
gekehrt die Méchtigkeit einer beliebigen Faser von f gleich der |Bild(Mon)|,
so ist der Kern von f gleich dem Stabilisator eines beliebigen Elements in
f71(b), also z.B. von a. Dieser Stabilisator ist gleich der (Rechts)-Nebenklasse
von 71 (Y, b), und somit ist diese Nebenklasse ein Normalteiler. O

Wir betrachen nochmal das Beispiel Wir schreiben kurz Y = T7, fiir
den punktierten Torus, das Bild der Uberlagerung. Dann ist 71 (Y,) = (a, ),
wobei o und S eine rein horizontale bzw. rein vertikale Schleife im Torus sind.
Die Monodromidarstellung ist

Mon: a s (12)(34), B (1)(23)(4) (3.1)

wenn man die Kastchen im Beispiel von links oben nach rechts unten durch-
numeriert. Wir notieren die Bilder unter Mon mit einer Tilde. Das Bild der
Monodromiegruppe enthilt also » = & und ist also auch von r und 3 erzeugt.
Diese beiden Elemente bilden die Standarderzeuger der Diedergruppe D4 mit
ihrer Permutationsdarstellung auf den Ecken eines Quadrats. Es folgt also

d=deg(f: X >Y)=4 < |Dy| =8 (3.2)

und wir haben auf eine andere Art nochmal bewiesen, dass die Uberlagerung
nicht normal ist.

Abschlieflend geben wir ein Verfahren an, wie man aus der Monodromie-
darstellung von f : X — Y die normale Hiille der Uberlagerung findet, also die
Uberlagerung kleinsten Grades g : Z — X, sodass die Gesamtiiberlagerung
fog:Z — Y normalist. Esistalso 71 (Z) C m(Y) die grofite Untergruppe, die
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in 71 (X) enhalten ist und die zudem normal in 7 (Y) ist. Der Kern von Mon ist
sicher normal in 71 (Y") und in 71 (X) enhalten. Fiir die umgekehrte Inklusion
beobachten wir, dass

mZ) = (] ym@)y! (3.3)
’YETI’l(X)

und zeigen, dass ein Element von 7;(Z) im Kern von Mon liegt. Wir miissen
also zeigen, dass ein Element von 71 (Z) jedes Element a; € f~1(b) festhalt. Zu
einem solchen Element a; wihlen wir einen geschlossenen Wege 7; € m(X),
dessen Lift beginnend bei b bei a; endet. (Dieser existiert, da X zusammenhén-
gend ist.) Da das Monodromie-Bild von (Y, b) das Element b fixiert, muss
;71 (Y)7; " das Element a; fixieren. Aufgrund von fixiert w1 (Z) also alle
a;, womit wir gezeigt haben:

Lemma 3.48 Die normale Hiille von f : X — Y ist die Uberlagerung, die zu
Ker(Mon) C m(Y') gehort.

Die Monodromiedarstellung Mon der normalen Hiille ist eine transitive
Operation der Gruppe G = Bild(Mon) auf einer Menge, die wir mitG indi-
zieren konnen, und sie muss daher die Linksmultiplikation sein. Im Beispiel
konnen wir Elemente von G

l:i=e, 2:=r, 3:=712 4:=¢3

5:=8 6:=r8 T7:=r’8, 8:=r8

durchnumerieren, worauf die Monodromiedarstellung in den oben verwen-
deten Erzeugern (r = af3, §) von 1 (Y") durch

7 (1234)(5678), B+ (15)(28)(37)(46) (3.4)

gegeben ist. (Ubung: zeichnen Sie die Uberlagerung als Uberlagerung
eines Parallelogramms, sodass die Erzeuger r und /3 seitenparallele Schlei-
fen sind. Dann kann man die Monodromiedarstellung mit Erzeugern r und 3
fiir X direkt aus dem Bild ablesen und sehen. Zeichnen Sie die Uberlagerung
zur normalen Hiille ebenfalls als Parallelogrammdiiberlagerung und machen
Sie sich klar, dass diese wirklich eine Uberlagerung von X ist. Alternativ: be-
stimmen Sie die Monodromiedarstellung der normalen Hiille in den Erzeu-
gern o und 3 um diese Uberlagerung zu zeichnen.)

3.9 Der Satz von Riemann-Hurwitz

Die Geschlechter der Riemannschen Fliche in einer Uberlagerung erfiillen fol-
gende fundamentale Beziehung.
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Satz 3.49 (Riemann-Hurwitz-Formel) Sei f : X — Y eine nicht-konstante ho-
lomorphe Abbildung zwischen kompakten, zusammenhingenden Riemannschen Fli-
chen. Dann gilt

29(X) —2 =deg(f) - (29(Y) = 2) + Y (ealf) — 1)
rzeX

Beweis: Wir betrachten nochmal den Beweis der Triangulierbarkeit von Y. Wir
konnen annehmen, dass jedes Dreieck in einer Standardkreisscheibe (der De-
finition von Uberlagerung) liegt und - nach Verfeinerung - dass das Bild je-
des Verzweigungspunkts eine Ecke der Triangulierung ist. Aufgrund dieser
Bedingung definieren die Urbilder der Dreiecksflichen und Kanten eine Tri-
angulierung von X.

Seien Ex, Fy,Kx, Ky, Fx, Iy die Ecken, Kanten und Fliachen auf X und Y.
Dann gilt |Kx| = |Ky| - deg(f) und |F'x| = |Fy| - deg(f) und es gilt

|Ex| = |By|-deg(f)+ > (1-ea(f)).

rzeX
Zusammen mit 2 — 2g = F — K + F aus Satz folgt die Behauptung. [

4 Differentialformen

Ziel der ndchten Abschnitte ist es, eine holomorphe Funktion f : X — IP’}C
tiir eine kompakte Riemannsche Flache X zu konstruieren. Dazu miissen wir
in der Lage sein, f abzuleiten und wir untersuchen hier, welches Objekt wir
auf einer Riemannschen Fldche erhalten. Ableiten wollen und kénnen wir nur
kartenweise. Sei dazu U C X geniigend klein sodass f(U) C C C P! und sei

g : U — C eine Karte von X. Dann kennen wir die Definition von a(fgip

und 8(f37§;*1)_ Wir bezeichnen nun die Kartenabbildung nicht mit g, sondern
suggestiver mit z : U — C = R? und nennen die Koordinatenabbildungen
z und y, also z = = + iy. Sei z1 = x1 + iy; eine weitere Karte von U. Dann ist
nach der Kettenregel
Ofox ) _ Ozl B(for™") | Ozl  dfor!)
Ox1 Oz ox Ox1 Ay

d(fozy ') O(woz ') 8(for ) i d(yoz ")  B(fozh)
oY1 - oY1 oz oY1 oy

Auch ohne die Existenz einer Abbildung f kann man die Objekte mit dieser
Kartenwechseleigenschaft definieren. Dies fiihrt uns zur Definition von Diffe-
rentialformen.

4.1 Meromorphe Funktionen

Wir wiederholen hier den Meromorphiebegriff aus der Funktionentheorie und
setzen ihn auf Riemannsche Flachen fort. Ziel ist der Vergleich von meromor-
phen Funktionen mit Abbildungen auf den P{..
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Sei U C C ein Gebiet. Eine Funktion f heifst meromorphe Funktion auf U, falls
es eine diskrete Teilmenge A C U gibt, sodass f : U\ A — C holomorph ist und
fiir jeden Punkt a € A und jede Folge a,, — a gilt, dass lim,,_, | f(an)| = oc.
Die Menge A wird Polstellenmenge von f genannt. Man zeigt (siehe z.B. [MF,
Abschnitt 3.2]), dass f in der Ndhe eines Punktes a € A eine Entwicklung

flz) = Z cn(z—a)", keN, c_p#0 (4.1)
n>—k
besitzt, welche Laurent-Reihe genannt wird. Die Zahl £ wird in dem Fall Pol-
stellenordnung von f bei a genannt. Genauso definieren wir zu jedem p € U
mit f(p) = 0 die Nullstellenordnung von f bei p, als ey (f). Die Menge der me-
romorphen Funktionen auf U bildet einen Korper.

Definition 4.1 (Meromorphe Funktion) Eine meromorphe Funktion auf einer
Riemannschen Fliche X ist eine Abbildung f : X \ A — C, wobei A C X diskret
ist, sodass fiir jede Karte g : U — C von X die Abbildung f o g=* eine meromorphe
Funktion auf g(U) ist.

Da Kartenwechselabbildungen biholomorph sind, hiangt die Menge der Pol-
stellen und die Polordnung nicht von der gewihlten Karte ab.

Definition 4.2 (Null- und Polstellenordnung) Zu einer meromorphen Funktion
[ auf einer Riemannschen Fliche X sei A C X die Menge der Polstellen und Z =
f7Y0) C X die Menge der Nullstellen von f. Dann ist die Ordnung von f bei p
definiert als
0, fallspg¢ ZUA,
ordy(f) =<k, fallspe Zist,
—k, fallsp e Aist,

wobei k die Null- bzw. Polstellenordnung bei p ist.

Der Begriff mermorphe Funktion ist nititzlich, denn Koeffizientenfunktio-
nen z.B. in der Definition einer Differentialform sind oftmals von dieser Art.
Andererseits konnen wir nun die gewiinschte Beziehung zu Abbildungen for-
mulieren.

Proposition 4.3 Ist X eine Riemannsche Fliche und f eine meromorphe Funktion
auf X, so erhilt man mit der Definition f(a) = oo fiir alle Polstellen von f eine holo-
morphe Abbildung f : X — P{. Umgekehrt ist die Einschriinkung einer holomorphen
Abbildung f : X — PL auf f~1(PE \ {o0}) eine meromorphe Funktion auf X.

Insbesondere ist also

ep(f), fallsp e f71(0) ist,
ordy(f) = { —ep(f), fallspe f~1(o0)ist,

0, sonst,
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fiir eine meromorphe Funktion f aufgefasst als f: X — P!,

Beweis: Sei f meromorph, (U, z) eine Karte von X und a € U C X ein Punkt
an dem f nicht holomorph ist. Sei w eine Karte von C C P{. und w = 1/w eine
Karte um oo € P{.. Wir wissen also

w = f(z) = Y ealz—a),
n>—k
mit &£ > 0 und c_j, # 0, sonst wére f be a holomorph. Dann ist
1

> n>0 Cn—k(z —a)"’

und den letztgenannten Bruch kann man als Potenzreihe beginnend mit

= 1/f(z) = (z—a)*

1 1
> on>0Cnk(z —a)? - a(l_c—k-l—l(z—a)—{—...)
n* - g—

invertieren. Dies gibt die gesuchte Darstellung als holomorphe Funktion um
den Punkt a in der Karten z und w.
Ist umgekehrt f holomorph mit f(a) = oo, also

B = 1/1() = 3 balz—a)

n>k
mit £ > 1 and by, # 0 so liefert die gleiche Rechnung, dass

(z—a)*

f(Z>:T(1—bk+1(z—a)+...>

sich als Laurent-Reihe schreiben ldsst und damit die Darstellung als meromor-
phe Funktion. O

4.2 C'-und C*>-Differentialformen

Sei X eine (nicht notwendigerweise) kompakte Riemannsche Flache. Eine re-
ellwertige (oder komplexwertige) C-Differentialform (erster Ordnung) w auf X
sind fiir jede Karte z = x + 1y : U — C die Angabe stetig differenzierbarer
reellwertiger (oder komplexwertiger) Funktionen o, 8 auf U, sodass fiir die
Funktionen oy, f1 zu einer anderen Karte z; = 1 + iy; auf dem gemeinsamen
Definitionsbereich gilt

ox ox
ary « . e E
<61>_‘](ﬁ) mit —<gggl g}) (4.2)

Wir schreiben w = adz + Bdy. Differentialformen erster Ordnung werden auch
als 1-Formen bezeichnet. Analog sind reellwertige (oder komplexwertige) C'*°-
Differentialformen durch Angaben von C*°-Funktionen «,3 : U —— R bzw.
U — C, die der Transformation geniigen, definiert.
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Wir konnen nun den Begriff der Ableitung modellieren. Gegeben eine Funk-
tion f : X — Roder f : X — C so definieren wir (lokal, in einer Karte)
af(2) of(z)

Ox dv+ oy
wobei die Koeffizientenfunktionen reellwertig bzw. komplexwertig sind. Fiir
die Funktionen z : U — Rund y : U — R, aus denen die Kartenabbildungen
zusammengesetzt ist, ist diese Notation konsistent, d.h. dz = dz und dy = dy.
Diese Zuordnung einer Differentialform zu einer Funktion wird auch dufere
Ableitung genannt.

Auch zund z : U — C sind solche Funktionen und es gilt

df = dy, (4.3)

dz=dx+idy und dz=dzr —idy.

Also kann man jede 1-Form w lokal als w = udz + vdZ schreiben, wobei

u= %(a —if) und v= %(a +i3).
Insbesondere kénnen wir in dieser Basis schreiben und erhalten
u(or arN, (00, 91,
df_2<8x 28y>d2+2<ax+16y dz. 4.4)

Dies motiviert die Definition der Operatoren

o0 (o o\ 0 _1(0 0
0z 2\0x Oy 0z 2\0x Oy)’

Insbesondere implizieren die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
sofort, dass %J; = 0 ist, wenn f holomorph ist.

Wir nennen eine (C*°)-Differentialform w eine (1,0)-Form bzw.eine (0,1)-
Form, falls sie sich in allen Karten einer Uberdeckung von X als

w=udz bzw.als w=1vdz

schreiben ldsst. Man tiberpriift, dass dieser Begriff nicht von der Wahl der Kar-
te abhdngt, da die Kartenwechselabbdilungen holomorph sind, die Jacobima-
trix J in der Basis z, zZ von C also Diagonalgestalt hat.

Jede Differentialform ist also Summe einer (1,0)-Form und einer (0, 1)-
Form. Diese (p, ¢)-Formen sind ein wichtiges technisches Hilfsmittel, wir wir
z.B. in den Beweisen in Abschnitt|6.2|sehen werden. Unter den (1,0)-Formen
wollen wir holomorphe Differentialformen besonders herausstreichen.

Definition 4.4 (holomorphe Differentialformen) Eine komplexwertige Diffe-
rentialform w heifit holomorph, falls in jeder Karte U von X die Kartendarstellung
w = adz + [dz die Eigenschaft § = 0 hat und zudem o : U — C holomorph ist.
Den Vektorraum der holomorphen 1-Formen auf X bezeichnen wir mit Q*(X).

Ein Punkt x € X heifit Nullstelle der Ordnung n einer holomorphen Differential-
form w, falls sich w in einer Karte um x als w = adz mit e;(a) = n schreiben lisst.
Wir setzen ord, w = n.
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In gleicher Weise definieren wir eine meromorphe 1-Form indem wir in obiger
Definition von « lediglich ‘meromorph’ statt "holomorph” verlangen.

Im néchsten Abschnitt wollen wir Differentialformen integrieren. In Vorbe-
reitung dazu erinnern wir daran, dass eine 1-Form adz + (Sdy hochstens in-
tegrierbar ist, wenn o, = f3, ist. Dieses formalisieren wir in dem folgenden
Begriff.

Definition 4.5 (Differential zweiter Ordnung) Eine C!-Differentialform
zweiter Ordnung (oder auch kurz eine 2-Form) 2 ist eine Zuordnung ei-
ner C-wertigen C'-Funktion o zu jeder Karte z mit folgender Eigenschaft. Ist
z1 eine weitere Karte und oy die zugehorige Fumktion der 2-Form, dann gilt
a1 = det(Jac(z o 27 1)) - a.

Dabei ist Jac die Jacobi-Matrix einer Funktion R? — RZ2. Wir kénnen jede
2-Form in einer Karte als Vielfaches von dx A dy schreiben, d.h.

Q=adzNdy.

Wir definieren nun auch die duffere Ableitung einer 1-Form w = adx + fdy

durch 95 8
«
dw = (%—a—y)dx/\dy.

Dabei ist zu priifen, dass dies tiberhaupt wohldefiniert ist. Ist w = ajdz; +
B1dy, die Darstellung der Differentialform in einer anderen Karte. Dann ist

8,31 8&1 . 851@ 8ﬂ1 8y 8(11 aJI (9041 8y

Or1  Oyi - %8371 + Oy 0z dx Oy y Oyr

_ 0y Oz L OyNOx O Ov  Oy\dy
= oz (O‘ayl + ay1> om, oy (O‘ayl + ﬁam) Dy
D (GO gy 0 0n g0y Oy ®5)
ox a@:cl Oxi1/ 0y Oy O‘axl dx1/ On
or oy
-GS (),

was zu zeigen war.
Auch die duflere Ableitung ldsst sich in der Basis dz,dz schreiben, was
manchmal sehr bequem ist.

Lemma 4.6 Ist w = udz + vdz eine 1-Form, so ist

ov  Ou
pu— —_— _. 4'
dw (87: 82) dz NdZz (4.6)
Beweis: Direktes Nachrechnen unter Verwendung von (4.4). O

Dieses Lemma macht einen Zweck der dusseren Ableitung offensichtlich, sie
charakterisiert die holomorphen Differentialformen unter den (1, 0)-Formen.
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Korollar 4.7 Eine (1,0)-Form w is holomorph genau dann wenn d(w) = 0 ist.

Sind w; = aydx + Bidy fiir @ = 1,2 zwei Differentialformen erster Ordnung,
soist wi Aws = (182 — aef1) dx A dy eine 2-Form, das duflere Produkt von wy
und ws.

Definition 4.8 (Geschlossene und exakte Formen) Eine 1-Form w auf X heifSt
geschlossen , falls dw = 0. Eine 1-Form auf X wird exakt genannt, falls es ein
holomorphe Funktion f auf X gibt mit w = df.

Lemma 4.9 Ist die Differentialform w exakt, so ist w geschlossen. Ist w eine holomor-
phe 1-Form, so ist w geschlossen.

Beweis: Die erste Aussage kann man Karte fiir Karte beweisen. Dort ist es Fol-
ge von % [ = %;y f. Die zweite Aussage folgt direkt aus der Holomorphie

und (£.6). O

4.3 Integration von Differentialform

In der Funktionentheorie definiert man das Integral eines Ausdrucks fdz langs
eines (stlickweise stetigen) Weges in C durch Summation der einzelnen Weg-
integrale. Auf einer Riemannschen Fliche kénnen wir dies auch tun, denn
stiickweise befinden wir uns in einer Karte der Flache.

Definition 4.10 (Wegintegral) Ist w = adx+ dy eine 1-Form auf einer Riemann-
schen Fliche X und ~ : [0,1] — U C X ein Weg mit Bild in einer offenen Menge U
mit Karte z, so definieren wir

1
[o=] (a@@))ax(gf” +8(a(a 20 S(S”>ds.
Y 0

Fiir beliebige Wege ~y : [0, 1] — X definieren wir f,y w durch Zerlegen in endlich viele
Stiicke, die jeweils in einer offenen Menge mit Kartenabbildung wie oben liegen.

Um die Wohldefiniertheit dieser Definition zu zeigen, ist noch nachzuprii-
fen, dass das Integral nicht von der Kartenwahl und Zerlegung des Weges
abhéngt.

Wir definieren nun das Integral von 2-Formen.

Ist © eine 2-Form und D : § — X ein 2-Simplex, d.h. eine stetige Einbettung
des (gefiillten) Dreiecks

S={(z,y) eER*:0<z,y <1,z +y<1}
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nach X, dann definieren wir, falls das Bild in einer offenen Menge U mit Kar-
tenabbildung z : U — C enthalten ist

[[o=[[ seydedy
D =(D)

mit Q = f(z,y)dzAdy auf U. Im Allgemeinen definieren wir | [, Q durch eine
Zerteilung von D in 2-Simplices, die in offenen Mengen mit Kartenabbildun-
gen enthalten sind und die Addition der einzelnen Beitrége.

Damit tibertragt sich auch die folgende Formel von der zweidimensionalen
Analysis auf Riemannsche Flachen.

Satz 4.11 (Stokes-Formel) Ist w eine Differentialform auf der Riemannschen Fli-
che X und ist das Gebiet D C X relativ kompakt (d.h. D C X ist kompakt) mit

stiickweise C°°-Rand, dann gilt
/ w= / / dw.
oD D

Beweis: Aufgrund der relativen Kompaktheit kann man D in endlich viele
Teilmengen mit offenem Rand und Kreisscheibenkarten zerlegen. Die Formel
gilt bekanntlich in C = R? und beide Seiten waren additiv auf Zerlegungen
definiert. O

Ein Korollar der Stokes-Formel ist folgende Charakterisierung von geschlos-
senen Differentialformen.

Korollar 4.12 Eine Differentialform w auf X ist geschlossen genau dann, wenn fiir
je zwei homotope Wege ~v1 und o gilt

[o=]w
71 Y2

Beweis: Gilt fiir je zwei homotope Wege die Integralgleichheit, dann betrach-
ten wir fiir jede Kreisscheibe D C X zwei Wege 1 und 2, sodass der Rand
0D = 1 -7y 1 aus den zwei Wegen, in verschiedener Richtung durchlaufen,
zusammengesetzt ist. Diese Wege sind offenbar homotop zueinander. Hieraus
folgt mit der Stokes-Formel, dass f p dw = 0 fiir jede Kreisscheibe und damit,
dass dw = 0.

Sei ungekehrt w geschlossen. Sind 1 und 7, zwei C'*°-Wege, die sich nicht
tiberkreuzen und sodass das Bild der Homotopie, die v, in v, tiberfiihrt ge-
rade das Innere des von 7; und 2 berandeten Gebiets tiberdeckt, so folgt die
Behauptung wieder direkt aus der Stokes-Formel. Durch Zerteilen der Wege
und der Homotopie in Teilstiicke erhédlt man die Behauptung zunéchst fiir be-
liebige C'°°-Wege. Schliesslich ndhert man beliebige Wege durch C"°°-Wege an
und erhilt die Behauptung in voller Allgemeinheit. 0
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Proposition 4.13 Sei X eine einfach zusammenhingende Riemannsche Fliche und w
eine geschlossene komplexwertige Differentialform. Dann besitzt w eine Stammfunk-
tion, d.h. es gibt eine stetig differenzierbare Funktion f : X — C mit df = w.

Beweis: Den Fall, dass X ein Gebiet in C ist, iibernehmen wir aus der reellen
zweidimensionalen Analysis. Sei w = adx + Sdy. Wir definieren

F(z,y) = /01 <ac atz, ty) + yﬁ(tw,ty))dt.

Diese Funktion ist offenbar differenzierbar. Wir konnen unter dem Integral
ableiten und erhalten aufgrund von g’g = gz dass

OF L/ 0a B
i /O (t:c %(tx,ty) +ty %(t:c,ty) - a(tx,ty)> dt

= /1< gt (tz,ty) + a(tz, ty)) dt (4.7)

— /1 ( % toz(t:n,ty)) dt = a(z,y)

Ganz analog rechnet man a = [ nach. Zusammen zeigen diese Aussagen die
Behauptung im Spezialfall.

Im Allgemeinen sei a € X ein fixierter Basispunkt und wir definieren
f(z) = [¥ w. Die Wohldefiniertheit dieser Definition folgt unmittelbar aus Ko-
rollar und offenbar ist df = w. O

5 Garbenkohomologie

Im vorigen Abschnitt haben wir Differentialformen integriert und Funktionen
abgeleitet. Holomorphe Funktionen gibt es lokal, d.h. auf jeder Karte einer
Riemannschen Fldache, und damit gibt es lokal auch holomorphe Differenti-
alformen. Aber gibt es auf einer Riemannschen Fliche global {iberhaupt ho-
lomorphe Differentialformen? Solche Fragestellungen, ob und wie viele glo-
bale Objekte aus lokalen Daten zusammengesetzt werden konnen, werden
vom Begriff der Garbe und deren Kohomologiegruppen formalisiert. Wir fiih-
ren in diesem Abschnitt Grundbegriffe der Garbentheorie und deren Czech-
Kohomologie ein.

5.1 Garben

In der Definition von Differentialformen haben wir jeder offenen Menge U in
einer Riemannschen Fliache X eine abelsche Gruppe (eigentlich sogar einen R
-Vektorraum) zugeordnet, die Gruppe der 1-Formen auf U. Eine 1-Form auf U
gibt durch Einschranken eine 1-Form auf jeder offenen Teilmenge wieder eine
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1-Form. Umgekehrt will man auf einer offenen Menge U UV etwas als 1-Form
zulassen, wenn es eine 1-Form auf U und eine 1-Form auf V ist und die beiden
Daten auf dem Durschnitt tibereinstimmen.

Genau diese Eigenschaften formalisiert der Begriff Garbe. Wir schreiben die-
sen allgemein fiir topologische Rdume auf. Sei in diesem Abschnitt X ein to-
pologischer Raum und I die Menge der offenen Mengen in X.

Definition 5.1 (Pragarbe) Eine Pragarbe F von abelschen Gruppen auf X besteht
aus folgenden Objekten.

o F(0) ist die triviale Gruppe
e Fiir jede offene Menge U C X ist F(U) eine abelsche Gruppe.

* Zu jedem Paar offener Mengen U C 'V gibt es Restriktionsmorphismen p}; :
F(V) — F(U) mit folgenden Kompatibilititsbedingungen: Es ist p} die Iden-
titit auf F(U) und fiir je drei offene Mengen U C V. C W gilt pl¥ = pl; o p}.

Ist F eine Garbe so nennen wir ein Element von F(U) oft einen Schnitt der
Garbe iiber U. Ist f € F(V), so schreiben wir oft f|i fiir pf; (f).

Definition 5.2 (Garbe) Eine Prigarbe auf X wird Garbe genannt, falls fiir jede
Uberdeckung einer offenen Menge U durch U;e jU; folgende Eigenschaften erfiillt
sind.

e Sind f,g € F(U) und gilt f|u, = glu, fiirallei € J, soist f = g.

* Gibt es Elemente f; € F(U;) mit der Kompatibilititsbedingung f;|v,nu;, =
filuinu; fiir alle i, j € J, so gibt es ein Element f € F(U) mit f; = fl|u, fiir
allei € J.

Beispiele fiir Garben ist die Garbe der holomorphen Funktionen Ox auf
einer Riemannschen Fldache, welche jeder offenen Menge die holomorphen
Funktionen auf dieser Menge zuordnet. Analog bilden meromorphe Funk-
tionen auf X eine Garbe M x. Diese Garben sind nicht nur Garben abelscher
Gruppen, sondern Garben von Ringen, d.h. fiir jedes U ist Ox (U) bzw. M x (U)
ein Ring und die Einschrankungsabbildungen sind Ringhomomorphismen.

Das motivierende Beispiel der Garbe der holomorphen 1-Formen bezeich-
nen wir mit Q%, d.h. Q% (U) sind die holomorphen 1-Formen auf U C X.
Ebenso haben wir im letzten Abschnitt 2-Formen definiert, welche offensicht-
lich eine Garbe bilden, die wir mit ng bezeichnen.

Eine weiteres wichtige Beispiel von Garben sind konstante Garben. D.h.
wenn man eine abelsche Gruppe G fixiert und zu jeder nicht-leeren offenen
Menge G(U) = G definiert, so sind mit der Identitat als Restriktionsabbil-
dung alle Axiome einer Pragarbe erfiillt. Ist aber U nicht zusammenhéngend
und durch seine Zusammenhangskomponenten U; iiberdeckt, so erkennt man,
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dass diese Definition keine Garbe liefert. D.h. man sollte G(U) als direkte Sum-
me von G definieren, fiir jede Zusammenhangskomponente von U eine Kopie.
Das gleiche leistet folgende Definition.

Sei G eine abelsche Gruppe und G(U) die Gruppe der lokal konstanten
Abbildungen von U nach G. (Eine solche Abbildung ist notwendigerwei-
se auf jeder Zusammenhangskomponente von U konstant.) Zu jeder Inklu-
sion U C V von offenen Mengen erhalten wir eine Restriktionsabbildung
pg : G(V) = G(U). Die so erhaltene Préagarbe ist offenbar eine Garbe, genannt
die konstante Garbe mit Werten in G.

Neben den oben genannten Garben von holomorphen Funktione und Diffe-
rentialformen bildet auch die unendlich oft differentierbaren Funktionen eine
Garbe, die wir mit £ bezeichen. Die Garbe der unendlich oft differenzierba-
ren 1-Formen werden wir mit £} bezeichnen. Die (1,0)-Formen und (0,1)-
Formen bilden eine Garbe die wir mit £19) und £(®1) bezeichnen. Die un-
endlich oft differenzierbaren 2-Formen bilden natiirlich auch eine Garbe, die
mit 5)2( bezeichnet wird. Ein Ziel dieses Abschnitts ist es aufzuzeigen, dass
sich £% und Q) sich in einem Punkt wesentlich verschieden verhalten: ihre
Kohomologiegruppen sind verschieden.

5.2 Komplexe und exakte Sequenzen

Dieser Abschnitt vermittelt nur eine Sprechweise. Fiir ¢ in Z seien G; abelsche
Gruppen und ¢; : G; — G;4+1 Homomorphismen. Diese Situation deuten wir
mit

“’G_1—>GQ—>G1—>G2—)"' (5.1)

an. In der Praxis sind i.d.R. alle bis auf endlich viele der G; trivial und wir
lassen den Rest der Kette weg.

Bei abelschen Gruppen kennen wir den Begriff von Kern und Bild. Wer nen-
nen (5.1) einen Komplex, falls

Bild(¢;) C Ker(p;+1) furalle i€ Z.

Aquivalent gesagt, ist ein Komplex, falls ¢; 1 o ¢; = 0 fiir alle i ist.

Ein Komplex heifdt exakt, falls Bild(¢;) = Ker(p;4+1) fur alle ¢ € Z ist. In
diesem Fall wird auch eine exakte Sequenz genannt. Sind alle GG; = 0 mit
Ausnahme von Gy und G1, so bedeutet Exaktheit von gerade, dass g
ein Isomorphismus ist. Ein exakte Sequenz, bei denen G; fiir genau drei auf
einanderfolgenden Indices von Null verschieden ist, wird kurze exakte Sequenz
genannt.

5.3 Czech-Kohomologie

Bei einer Garbe F auf X ist oft die Menge der globalen Schnitte von primédrem
Interesse. Aber diese sind oft nicht leicht zu bestimmen. Um zumindest die Di-
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mension auszurechnen, ordnen wir einer Garbe eine ganze Reihe von Vektor-
rdumen (und damit deren Dimensionen) zu. Diese Hilfsgrofien sind wichtige
Invarianten einer Garbe und lassen indirekt Schliisse auf die Dimensions des
Raums der globalen Schnitte zu.

Sei dazu 4 = {U;,i € I} eine beliebige Uberdeckung von X. Eine Czech-p-
Kokette (oder kurz: p-Kokette) einer Garbe F ist ein Schnitt der Garbe auf dem
Produkt aller (p + 1)-fachen Durchschnitten der U;. Die Menge aller p-Koketten
bilden eine Gruppe, bezeichnet mit

P F) = ][ FU,NU,N---0T,).

(io,...,ip)EIp

Man beachte hierbei, dass Elemente von I? geordnete Tupel sind, die Reihen-
folge der Indizes eine wesentliche Rolle spielt.

Wir wollen nun aus den Gruppen der p-Koketten einen mit p indizierten
Komplex machen. Dazu definieren wir einen Korand-Operator d : CP (U, F) —
CPHL(4U, F) wie folgt. Ist s € CP(4l, F), dann ist

pt1
d(s)(Uo M- NUp1) = > (=1 s N+ T; N+ 0 Upi) 00001
=0

Dabei bedeute das Symbol f];, dass die Menge U; bei der Durchschnittsbil-
dung weggelassen wurde.

Lemma 5.3 Mittels des Korandoperators d wird (CP(U, F))pen, zu einem Komplex.

Beweis: Wir beginnen mit dem Fall p = 1. Sei d(s) € d(C°(4,F)) durch s
gegeben, also d(s)(U; N U;) = s(Uj)u,nu; — $(Ui)u,nu,- Dann ist

dZ(S)(Uo NU1 N Uz) = d(S)(Ul N Ug) — d(S)(Uo N UQ) + d(S)(Uo N U1)
= (s(Uz) = s(U1)) = (s(U2) — s(Uo)) + (s(Ur) — s(Up)) = 0,

wobei wir auf der rechten Seite die Einschrankungen aller Schnitte auf den
Durchschnitt Uy N U; N Uz der Ubersichtlichkeit halber weggelassen haben. Bei
dieser Rechnung wird die Bedeutung des Minuszeichens in der Definition von
d deutlich und der allgemeine Fall lafst sich analog nachrechnen. 0

Wir nennen s einen p-Kozykel, falls d(s) = 0 gilt. Die Kozykelbedingung
impliziert z.B. bei einem 1-Kozykel f = { fisi, } (ig.,ir)er2 € Z' (4, F), dass

fiio = 0 und  figiy, = —firi

gilt. Die Menge aller Kozykel bildet eine Gruppe, die wir mit Z? (4, F) be-
zeichnen. Die Bilder d(CP~!(4, F)) bilden nach dem vorigen Lemma eine Un-
tergruppe B (U, F) von ZP(4, F), deren Elemente wir als p-Kordnder bezeich-
nen.
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Definition 5.4 (Kohomologiegruppen zu Uberdeckungen) Sei F eine Garbe
und  eine Uberdeckung von X. Dann heift

HP (U, F) = ZP(U, F)/BP(U, F)
die p-te Kohomologiegruppe von F beziiglich 4.

Aus der Definition folgt direkt, dass
HOW, F) = Z2°(4, F) = F(X)

fiir alle Uberdeckungen die globalen Schnitte von JF beschreibt.

Bisher haben wir bei Garben nur die Gruppeneigenschaft von F(U) gefor-
dert. Diese Mengen sind aber oft C- Vektorrdume, z.B. bei &, £ 1 Ox und Qk
Die Restriktionsabbildungen der Garben sind C-lineare Abbildungen und so
sind auch alle Homomorphismen, die wir bei der Definition der Kohomolo-
giegruppen benotigt haben, lineare Abbildungen. In diesem Fall ist H? (4L, F)
also ein C-Vektorraum.

Diese Definition liefert noch keine Gruppen, die der Garbe F auf dem Raum
intrinsisch zugeordnet sind, denn sie hangen noch von der Wahl der Uberde-
ckung {1 ab. Ein intrinsisches Objekt erhilt man, wenn man alle Uberdeckun-
gen nimmt.

Eine Uberdeckung 2 von X wird feiner als ${ genannt, falls es zu jedem Ele-
ment V' von ¥ ein Element von 4 gibt, in dem V enthalten ist.

Ist also U feiner als {{ und wahlt man zujedem V € Uein U = U(V) € Umit
V' C U so erhélt man offenbar durch Restriktion fiir alle p € Ny Vergleichsab-
bildungen zwischen den Koketten vg; : CP(U, F) — CP (0, F).

Lemma 5.5 Ist 0 feiner als 4, so induzieren die Abbildungen vy, Vergleichsabbildun-
gen
vy HP (8, F) — HP(U, F),

welche unabhiingig von der Wahl von U D V und wohldefiniert sind. Fiir p = 1 ist
diese Abbildung zudem injektiv.

Beweis: Sei il = {U;,i € I}, 0V ={V},j € J}und 7 : J — I eine der Abbildun-
gen, die nach Definition von "feiner” existieren, sodass V; C U,(; gilt.

Wir zeigen die Injektivitit. Sei dazu f = {fiyi, }(io,ir)erz € Z' (4, F) mit der
Eigenschaft, dass vy (f) = d(g) fiir ein g € C°(U0, F), d.h. fiir alle (jo, j1) ist
TrGo)rG) = 9i — 9jo auf Vj, N'Vj, . Nach der Kozykeleigenschaft gilt auf U; N
Vi NV,

9ir — io = Jr(io)r () = JrGio)i T Jir () = JrGio)si — Jrin)sio

das heift f-(jo)i + 9jo = fr(j1)i + 95:- Diese Summen kann man also nach
den Garbenaxiomen auf U; zu einem Schnitt h; € F(U;) verkleben, sodass
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hi = fr(o)i + 9jo auf U; N Vj,. Wir behaupten, dass diese h; das Gewtinschte
leisten. Dazu rechnen wir auf U;, N U;, NV nach, dass

fioil floT +f7' )i1 (fT )it +g7’])> (f‘r )io +gT ))Z hil _hio-

Da die Vj fiir j € J ganz X, insbesondere ganz U;, N U;, liberdecken, gilt die
geforderte Gleichheit dort {iberall. O

Den Beweis der Wohldefiniertheit tiberlassen wir als Ubung, um schnell zur
endgiiltigen Definition von Czech-Kohomologie zu gelangen.

Zu je zwei Uberdeckungen erhilt man durch Durchschnittsbildung eine
Uberdeckung, die feiner als beide urspriinglichen Uberdeckungen ist. Uber-
deckungen mit "feiner” als Relation bilden also ein gerichtetes System. Auf
der Summe @, H?(4l, F) der Kohomologiegruppen definiert man eine Aqui-
valenzrelation, welche s € HP(U,F) und t € HP (0, F) identifiziert, falls U
feiner als 8l ist und ¢ = vy (s). Die Faktorgruppe wird als direkter Limes iiber
alle Uberdeckungen bezeichnet, und li lim HP (U, F) geschrieben.

Definition 5.6 (Czech-Kohomologiegruppe) Der direkte Limes der p-ten Koho-
mologiegruppen zu einer Uberdeckung

HP(X, F) = lig H? (8, F)
i

heifst p-te Czech-Kohomologiegruppe der Garbe F.

Wie auch bei den Kohomologiegruppen bzgl. einer Uberdeckung sind die
Czech-Kohomologiegruppen C-Vektorrdume, falls die Schnitte bzw. Restrikti-
onsabbildungen der Garbe C-Vektorraume bzw. lineare Abbildungen sind. In
diesem Fall schreiben wir

W (X, F) = dime H(X, F).

Das Rechnen mit dieser Definition ist nicht sehr praktisch, wenn man
alle Uberdeckungen beriicksichtigen muss. Wir berechnen einige wichtige
Kohomologiegruppen um dann zu einer Berechnungsmethode fiir Czech-
Kohomologiegruppen zu gelangen, die auf Uberdeckungen mit endlich vielen
offenen Mengen durchgefiihrt werden kann.

Proposition 5.7 Die erste Kohomologiegruppe der Garbe unendlich oft differenzier-
barer Funktionen verschwindet auf einer Riemannschen Fliche X, d.h.

HY(X,&) =

Beweis: Technisches Hilfsmittel hierzu ist die Existenz einer Partition der Eins,
welche fiir stetig differenzierbare Funktionen existiert. (Fiir einen Beweis der
Existenz einer stetigen Partition der Eins siehe z.B. [Jan87, Kapitel 8]. Die dabei
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verwendeten Funktionen aus dem Uryson-Lemma kann man durch Faltung
mit einer C°°-Funktion mit kompaktem Trager gldtten und erhélt somit auch
eine Partition der Eins aus C*°-Funktionen.) Sei 4 = {U;,i € I} eine Uber-
deckung von X. Dann gibt es eine Kollektion unendlich oft differenzierbarer
Funktionen v;,i € I jeweils mit Trager supp(¢;) C U;, sodass jedes = € X eine
Umgebung hat, welche nur endlich viele der Tragermengen supp(¢);) trifft und
sodass ) ;. ;¥ = 1 gilt.

Sei (f;) € Z1(U, €) ein 1-Kozykel, gegeben durch f;; € £(U;NU;). Die Funk-
tion 1, f;; hat Trager in U;. Die Fortsetzung mit Null ausserhalb ihrers Tagers
zu einer Funktion auf ganz U; ist also immer noch unendlich oft differenzier-
bar, d.h. T/JZfZJ € S(Ul)

Fiir jedes i € I setzen wir nun g; = >, ; ¥, fix. Die Endlichkeitsvorausset-
zung fiir die Trager in der Definition der Zerlegung der Eins gestattet diese
Definition. Also ist g = (g;)ic; € CO(U, €) und

d(g)(UinU;) =D Wfie— > vnfu

kel kel
= Z%(fjk + fri) = Z%Z)kfji ==/
kel kel

wobei wir fiir die beiden mittleren Umformungen die Kozykeleigenschaft
von f verwendet haben. O

Mit dem gleichen Beweis zeigt man auch den analogen Satz fiir C*°-
Differentialformen.

Proposition 5.8 Auf einer Riemannschen Fliche X ist HY(X,E%) = 0,
HY(X, L) = 0 und H'(X,EQY) = 0.

Fiir holomorphe Funktionen existiert keine Partition der Eins, wie der
Identitdtssatz leicht zeigt. Wir sehen dann spdter im Allgemeinen, dass
H'(X, Ox) # 0ist. Zunachst brauchen wir noch einen Verschwindungssatz.

Satz 5.9 Die ersten Kohomologiegruppen mit konstanten Koeffizienten Z und C ver-
schwinden auf einer einfach zusammenhingenden Riemannschen Fliche X , d.h.

HY(X,C)=0 und HY(X,Z)=0.

Beweis: Zum Beweis der ersten Aussage sei ¢ = (c;;) € Z(4,C) gegeben.
Da konstante Funktionen unendlich oft differenzierbar sind, konnen wir die-
sen auch als Element von Z!(s(, £) auffassen. Nach Proposition gibt es also
g € CO(U, &) mit d(g) = c. Die Ableitungen g, € CY(4l, £%) stimmen auf allen
Durchschnitten tiberein, denn

g;(Ui)’UiﬂUj - g}(Uj)‘UiﬂU]‘ = C;j =0,
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da c;; konstant ist. Aufgrund der Garbeneigenschaft gibt es also eine global
definierte C*-Differentialform w € £ (X), deren Restriktionen die ¢/ sind.
Auf jeder Menge U; ist w|y, = ¢}, also exakt und damit nach Lemma 4.9| ge-
schlossen. Da X als einfach zusammenhédngend vorausgesetzt ist, gibt es nach
Proposition eine Stammfunktion von w, d.h. eine unendlich oft differen-
zierbare Funktion f mit f’ = w. Die Funktion (g; — f) € £(U;) hat Ableitung
Null, ist also konstant und somit ist (g; — f)ics € C°(&f, C). Der Korand hiervon
ist d(g; — f) = d(gi) = ¢, was gesucht war.

Zum Beweis der zweiten Aussage sei b = (b;;) € Z'(U,Z) gegeben. Wir
betrachten Z C C und daher gibt es nach der ersten Aussage eine C-Kokette
(g:) € C°(44, C) mit d((g;)) = b. Wir schreiben exp(z) fiir *™*. Die Konstanten
exp(g;) € £(U;) stimmen auf den Durchschnitten tiberein, denn die Differenz
auf den Durchschnitten ist nach Konstruktion exp angewandt auf eine ganze
Zahl. Also ist exp(g;) gleich einer globalen Konstanten E. Sei f € C derart,
dass exp(f) = E. Dann ist g; — f ganzzahlig, denn exp hiervon ist Eins. Also
ist (g; — f)ier € C°(4, Z) und der Korand hiervon ist b, was zu zeigen war. [

Wir kénnen nun das Kriterium angeben, welche Uberdeckung fein genug
ist, um die Czech-Kohomologie korrekt auszurechnen.

Satz 5.10 (Leray) Ist F eine Garbe und il eine Uberdeckung von X mit
HY(U;, F) = 0 fiir alle i, dann ist

HYX,F)=H"4,F).

Beweis: Siehe z.B. [FG81, Theorem 12.8]. O

Damit kénnen wir in einem Beispiel eine nichtverschwindende Kohomolo-
giegruppe berechnen. Alle weiteren solchen Ergebnisse basieren auf der Ko-
homologiesequenz im néchsten Abschnitt.

Beispiel 5.11 Wir wollen zeigen, dass
HYC*Z)=1Z

ist. Dazu iiberdecken wir C* mit Uy = Ct = C\ Ry und Uy = C~ = C\ R<o.
Diese Mengen sind sternférmig, also erfiillt ¢ = {U;}?_; nach dem Satz die
Voraussetzungen des Satzes von Leray.

Ist (a;5) € Z L(4,Z) ein Kozykel, so ist wegen der Kozykeleigenschaft a;; = 0
und a1z = —asi, also der Kozykel durch a2 eindeutig festgelegt. Da U; N Us
zwei Komponenten hat, ist Z(U; N Uz) = 72, gegeben durch den Wert des
Schnitts auf der oberen und unteren Halbebene. Es ist CO(,Z) = Z2, gege-
ben durch den Wert auf U; und Us. Der Korand von (b1, b2) ist in jeder der
Komponenten von U; N U gegeben durch by — by, also ist

HYC*Z) = 7% /{(by — by, by — by) : (b1, bo) € Z*} = 7.
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5.4 Die lange exakte Kohomologiesequenz

Von einzelnen Garben die Kohomologie auszurechnen ist mithsam. Wir wol-
len also Garben miteinander Vergleichen, d.h. Homomorphismen und exakte
Sequenzen definieren und schliefdlich priifen, wie diese sich mit Kohomologie
vertragen.

Definition 5.12 (Garbenhomomorphismen) Sind F und G Garben auf X, so
besteht ein Garbenhomomorphismus « aus Gruppenhomomorphismen o(U) :
F(U) — G(U) fiir jede offene Menge U C X, welche mit den Restriktionsabbildun-
gen kompatibel sind, d.h. sodass wenn immer U C 'V, soist p{ o a(U) = (V) o p¥.

Beispiele fiir Garbenhomomorphismen sind die Inklusion der konstanten
Garbe C in die Garbe £x, welche wir bereits im Beweis von Satz implizit
verwendet haben, sowie die dussere Ableitung d : & L5 &2 o0derd : Q}( —
0%, denn diese Abbildungen hatten wir ja bereits fiir offene Menge einzeln
definiert.

Beispiel 5.13 Auf einer Riemannschen Flache X ist fiir jedes U C X die Men-
ge der holomorphen Funktionen, welche nirgends eine Nullstelle haben, mit
der Multiplikation als Verkniipfung eine abelsche Gruppe. Diese abelschen
Gruppen bilden offenbar eine Garbe, die wir mit O% bezeichnen.

Fiir jede offene Menge U und f holomorph auf U definieren wir die Exponen-
tialabbildung e durch e(f)(z) = exp(2mif(z)). Diese definiert offenbar einen
Garbenmorphismus

e:Ox — O},

welcher uns noch oft begegnen wird.

Definition 5.14 (Kern) Ist « : F — G ein Garbenmorphismus so ist Ker(«) defi-
niert durch Ker(a)(U) = Ker(a(U)) eine Garbe, die wir als Kern von o bezeichnen.

Um die implizite Behauptung dieser Definition zu verifzieren, tiberzeugt
man sich, dass das erste Garbenaxiom fiir Ker(«) gilt, da dies in F gilt und
dass man aus dem gleichen Grund kompatible Elemente auf offenen Mengen
zusammenkleben kann. Der Begriff des Kerns ist also nichts besonders Neues
im Vergleich zur Gruppentheorie, der Begriff des Bildes ist jedoch weit schwie-
riger korrekt zu definieren.

Beispiel 5.15 Sei e : Ox — O wieder die Exponentialabbildung. Dann
kann man, wie bei jedem Garbenmorphismus Bild(e)(U) = Bild(e(U)

Ox(U) — O%(U)) definieren. Die Restriktionsmorphismen leisten das Ge-
wiinschte, Bild(e) ist eine Pragarbe. Aber Bild(e) ist im Allgemeinen keine
Garbe. Um dies zu beweisen sei X = C*, essei U; = Ct und Us = C~. Da

die U; einfach zusammenhéngend sind, ist e(U;) fiir ¢ = 1, 2 surjektiv, also ist
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zum Beispiel f;(z) = z auf U; fiir i = 1,2 im Bild des jeweiliegen e(U;). Die-
se Funktionen verkleben sich zu f(z) = z, einem Element von O% (X), aber
dieses liegt nicht im Bild der Exponentialabbildung.

Die Garbeneigenschaft will man beim Begriff des Bildes keinesfalls aufge-
ben. Stattdessen nennt man einen Garbenmorphismus surjektiv, wenn er dies
auf gentigend kleinen offenen Mengen ist. Der folgende Begriff liefert diese
Eigenschaft prizise, sodass die Exponentialabbildung am Ende wie erwartet
ein surjektiver Garbenhomomorphismus ist.

Definition 5.16 (Halm) Sei x € X ein Punkt und F eine Garbe auf X. Der Halm
von F bei x ist
Fo = lim F(U) = P FU)/ ~,
Usz Uszx

der direkte Limes der abelschen Gruppen tiber alle offenen Mengen, die = enthalten,
d.h. die Summe iiber die Werte auf allen solchen Menge modulo der Aquivalenzrelati-
on f ~ gfiir f € F(U)und g € F(V), falls es eine Umgebung W C U NV von z
gibt mit flw = glw.

Als direkter Limes ist jeder Halm natiirlich wiederum eine Gruppe.

Beispiel 5.17 Der Halm der Garbe der holomorphen Funktionen Ox im
Punkt x besteht aus allen Potenzreihen, entwickelt um z mit beliebigem po-
sitiven Konvergenzradius. In der Tat definiert jede solche Potenzreihe eine ho-
lomorphe Funktion auf einer Umgebung von z und alle diese Umgebungen
werden bei der Bildung des direkten Limes beriicksichtigt. Stimmen umge-
kehrt zwei Funktionen f € Ox(U) und g € Ox (V) auf dem Durchschnitt ihrer
Definitionsbereiche tiberein, so stimmen nach dem Identititssatz ihre Potenz-
reihenentwicklungen im Punkt z {iberein.

Der Halm von O% im Punkt z besteht aus dem gleichen Grund aus allen
Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius und nicht-verschwindendem
Konstantglied.

Ist a : F — G ein Garbenmorphismus, so induziert dieser einen Morphis-
mus o : F, — G, der Halme an jedem Punkt x € X, indem man fiir alle
U > z das Element f € F(U) auf die Klasse von «(U)(f) € G(U) abbildet. Die
Wohldefiniertheit dieser Definition ist direkte Konsequenz der Vertraglichkeit
eines Garbenmorphismus mit den Restriktionsabbildungen von U bzw. von V'
nachUNV.

Definition 5.18 (Exakte Sequenz von Garben) Eine Kette von Garbenmorphis-
men @; © F; — Fiy fiir i € I C 7Z wird exakt genannt, falls fiir jedes x die
Kette von Homomorphismen abelscher Gruppen (;)y : (Fi)az — (Fit1)a exakt ist.
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Dies beinhaltet die angekiindigte Surjektivitdtsdefinition eines Garbenmor-
phismus o : 7 — G nach der Begriffsbildung aus Abschnitt ??. Dieser wird
surjektiv genannt, wenn 7 — G — 0 eine exakte Sequenz ist. Er wird injektiv
genannt, wenn die Sequenz 0 — F — G exakt ist. Dabei passiert, im Gegen-
satz zur Surjektivitdt nichts ungewohnliches: « ist injektiv genau dann, wenn
Ker(a) = 0 die Nullgarbe ist.

Beispiel 5.19 Die natiirliche Inklusion und die Exponentialabbildung ergeben
eine exakte Sequenz
0—>Z—0O0x — 0% —0.

Die Injektivitdt ist klar. Fiir die Surjektivitdt sei ein Element f im Halm O% ,
an einem beliebigen Punkt z € X gegeben. Dieses Element wird durch
f € O%(U) fiir ein U > z représentiert. Aufgrund der Aquivalenzrelation
in der Definition des Halmes konnen wir zu einer kleineren Umgebung von z
tibergehen, z.B. zu einer kleinen Kreisscheibe A.(z). Diese ist einfach zusam-
menhdngend und daher hat die Restriktion von f auf A.(x) ein Urbild unter
der Exponentialabbildung. Dessen Aquivalenzklasse ist das gesuchte Urbild
in O X,z

Fiir die Exaktheit in der Mitte bemerken wir, dass offenbar das Bild der In-
klusion auf jeder offenen Menge im Kern der Exponentialabbildung ist und
dass, umgekehrt, auf einer kleinen offenen Menge um einen beliebigen Punkt
x € X ein Funktion nur dann im Kern der Exponentialabbildung liegt, wenn
sie konstant eine ganze Zahl ist.

Ein Garbenhomomorphismus « : F — G ergibt offenbar einen Gruppen-
homomorphismus C?(, F) — CP(4, G) fiir jedes p und jede Uberdeckung 41,
denn die Gruppen der Koketten sind ja nichts anderes als die Werte der Garben
auf gewissen offenen Mengen, die als Durchschnitte der U € 4l auftreten. Wir
konnten diesen mit «;, bezeichnen, werden aber spéter einfach auch o schrei-
ben. Der Korandoperator ist, nach Definition, eine Linearkombination von Re-
striktionsabbildungen. Da o mit diesen vertraglich ist, folgt d o a;, = ap10d
und somit haben wir eine eine induzierte Abbildung «,, : ZP (4, F) — ZP (4, G)
zwischen den Kozykeln. Ist ein Kozykel f = dg ein Korand, so ist aus dem
gleichen Grund a(f) = d(a(g)), d.h. sein Bild ist auch ein Korand.

Als Fazit erhalten wir, dass jeder Garbenmorphimus @ :  — § in nattir-
licher Weise einen Gruppenhomomorphismus zwischen den p-ten Kohomo-
logiegruppen bzgl. jeder Uberdeckung und damit einen Gruppenhomomor-
phismus

ap: HP(X, F) = HP(X,G)

zwischen den Czech-Kohomologiegruppen induziert. Diese wollen wir nun in
eine exakte Sequenz packen.
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Satz 5.20 Seien o« : Fy — F und 3 : F — JFo Homomorphismen von Garben,
sodass
O—=+F —=F—=>F—=0

eine exakte Sequenz ist. Dann gibt es Verbildungshomomorphismenn
§: HY(X,F) — H' (X, F),

die zusammen mit den induzierten Abbildung c,, 3, eine exakte Sequenz

OHHO(X,fl) LHO(X,JT-') AHO(X,FQ) >
50

C—>H1(X,.7-"1) - HY(X, F) i>H1(X,J’-"2)
definieren.

Das folgende Lemma beweist unter anderem die Exaktheit der ersten Zeile.

Lemma 5.21 Ist 0 — F; — F — F2 — 0 eine exakte Sequenz, dann ist fiir jedes
U C X die Sequenz
0— F(U)— FU) — F(U)

exakt.

Beweis: Ist f € F1(U) und o(U)(f) = 0, dann folgt aus Exaktheit der Sequenz,
dass der Halm von f bei jedem Punkt x Null ist. D.h. jeder Punkt hat eine
Umgebung, auf der f Null ist. Nach den Garbenaxiomen folgt also, dass f = 0
ist.

Sei F(U) 3 g = a(U)(f). Aufgrund der Exaktheit von (F1), — Fz — (F2)»
hat jeder Punkt z € X eine Umgebung V' = V(z), sodas 3(g)|y = 0 ist. Nach
den Garbenaxiomen folgt also 3(g) = 0, d.h. Bild(«(U)) C Ker(5(U)).

Sei nun g € F(U) mit 8(U)(g) = 0. Wir miissen noch zeigen, dass dieses
Element im Bild von a(U) liegt. Wiederum benutzen wir die Exaktheit der Se-
quenz auf allen Halmen, um U mit Mengen V;, i € I zu tiberdecken, auf denen
es fi € Fi(V;) gibt mit «(V;)(fi) = g¢|v;. Auf den Schnittmengen V; N V; ist
a(VinV;)(fi = f;) = 0. Aufgrund der bereits gezeigten Injektivitdt von o(U)
tiir jedes U ist also f; = f; auf V; N V; und die f; setzen sich nach den Gar-
benaxiomen also zu dem gewtinschten Element f € F;(U) zusammen. O

Beweis von Satz Wir beginnen mit der Konstruktion des Verbindungs-
homomorphismus. Sei h € Z°(4, F») ein Repréasentant von h € H°(X,F).
Wir kénnen die Uberdeckung 4 so fein wihlen, dass die Surjektivitdt von allen
Halmabbildungen 3, die Existenz von g = (g;) € C°(4, F) mit 8(g;) = h; ga-
rantiert. Um daraus ein Element in H' (X, 7;) zu basteln, wenden wir den Ko-
randoperator an und hoffen, dass d(g) das Gewiinschte leistet. Wegen d* = 0
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ist d(g) € Z'(4, F). Wegen By od = d o f3y ist B1(d(g)) = 0, da h ein Kozy-
kel war. Nach dem Lemma angewandt auf alle 2-fachen Durchschnitte
der Mengen U; gibt es also ein Element f € C'(4, F1) mit oy (f) = d(g). Aus
0 = d?(g9) = d(a1(f)) = aa(d(f)) und der Injektivititsaussage in Lemma
angewandt auf alle 3-fachen Durchschnitte der Mengen U; folgt d(f) = 0. Also
ist f € Z1(4, F1) und dessen Klasse in f € H'(X, F;) definieren wir als §(g).

Es ist noch zu priifen, dass § nicht von der getroffenen Wahl der Urbilder
g = (g;) abhingt. Sei § = (g;) auf einer Uberdeckung {1, bestehend aus offenen
Mengen (72 ein weiteres solches Urbild. Dann gehen wir zu einer Uberdeckung
7 {iber, die feiner als {l und {1 ist. Wir konnen mittels der Vergleichsabbildun-
gen g und g als Elemente von C°(%0, F) auffassen. Nach der Definition von
Czech-Kohomologie als Limes {iiber alle Uberdeckungen geniigt es zu zeigen
dass das Bild 6(h) € H'(U, F1) unabhingig davon ist, ob man mittels g ein
f oder mittels g ein fkonstruiert hat. Nach Konstruktion ist Sy(g — g) = 0.
Aufgrund der Exaktheit der Garbensequenzen hat jeder Punkt x € X eine
Umgebung W (z), auf der ein Element u mit ap(u) = (g — g)|v existiert. Durch
nochmaliges Verfeinern der Uberdeckung U — wir &ndern die Notation dafiir
allerdings nicht noch — kénnen wir annehmen, dass U diese W (z) schon ent-
hilt, d.h. dass es ein Element u € C°(0, F;) mit ap(u) = g — g gibt. Dann aber
ist

ap(h —h) = d(g — g) = d(ao(u)) = a1 (d(u))
und wegen der Injektivitdt von oy ist diese Differenz ein Korand, die Klasse
von h in H'(X, F1) also wohldefiniert. Nach Konstruktion ist § offenbar ein
Gruppenhomomorphismus.

Wir kommen jetzt zum Beweis der Exaktheit der Sequenz. Die Exaktheit
der ersten Zeile haben im bereits im vorangehenden Lemma gezeigt. Dieses
zeigt allgemeiner Bild(«y,) C Ker(f,), indem wir es auf alle p+1-fachen Durch-
schnitte von Mengen in 4 anwenden. Fiir die umgekehrte Inklusion nehmen
wir g € Ker(3,) her, repransentiert durch ein Element in ZP (4, F). Dies be-
deutet, dass es h € CP~L(4, F,) gibt mit dh = S,(g). Wieder aufgrund der
Surjektivitat von 7 — F> hat jeder Punkt € X eine Umgebung W (x) sodass
hlw = B(uw ) ist. Wir gehen wieder zu einer Verfeinerung U von il tiber sodass
die entprechenden Umgebungen W (z) in U enhalten sind. Dann also gibt es
u € CP~Y(Y, F) mit B(u) = h. Als Elemente von H?(X, F) sind die Kozykel ¢
und g = g—d(u) gleich. Nach Konstruktion ist 5(g) = d(h) —d(h) = 0. Jetzt ko-
nen wir das Lemma angewandt auf p+1-fache Durchschnitte verwenden,
um ein Element f € C? (7, F1) zu basteln, dessen Bild g ist. Wegen d(g) = 0 ist
d(f) =0, also f der gewtiinschte Kozykel.

Fiir die Inklusion Bild(5y) C Ker(d) gentigt es noch einmal den Beweis
der Wohldefiniertheit von ¢ zu betrachten. Ist umgekehrt 4 € Ker(d), so ver-
wenden wir auch die Bezeichnungen in der Konstruktion von ¢ wieder. Es
gibt also ein u € C°(4, Fy) mit d(u) = f. Wir d&ndern das dort gewihlte
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Urbild ¢ € C°4, F) um —a(u) ab, dh. ¢ = g — ag(u). Dann ist d(g') =
d(g) — d(ap(u)) = d(g) — a1(f) = 0, also g wie gewiinscht ein Kozykel und
Bo(g') = Bo(g) — Bolawo(u)) = Bo(g) = h.

Die Inklusion Bild(d) C Ker(ay) ist wiederum direkt aus der Konstruktion
von ¢ ersichtlich. Fiir die umgekehrte Inklusion schliellich sei f € Ker(ay)
gegeben, d.h. a1(f) = d(g) € CY(U, F) fiir eine Kokette g =€ C°(4, F). Setzt
man h = fBy(g), so ist d(h) = Bo(d(g)) = Bolao(f)) = 0, also ist h € Z°(8, F>)
und nach Konstruktion des Verbindungshomomorphismus ist 6(k) = f. O

5.5 Das Dolbeault-Lemma

In diesem Abschnitt beginnen wir die Kohomologie der Strukturgarbe Ox zu
untersuchen. Diese wird eine der wichtigsten Invarianten fiir kompakte Rie-
mannsche Flachen sein. Fiir Kreisscheiben hingegen trigt sie keine Informati-
on, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 5.22 Ist A eine Kreisscheibe vom Radius R mit R > 0 (hierbei ist R = oo also
A = C zugelassen), so ist H'(A,Op) = 0.

Anders gesagt, Kreisscheiben bilden eine geniigend feine Uberdeckung fiir
den Satz von Leray, wenn wir die Kohomologie der Strukturgarbe bestimmen
wollen.

Korollar 5.23 Fiir die projektive Gerade gilt H'(Pg, Op1) = 0.

Beweis: Wir nehmen die Standardiiberdeckung von P{ mit zwei Kreisschei-
ben von Radius oo her, d.h. Uy = P\ {oo} und Uy = P{\ {0} und U = {Uy, Us}.
Nach dem Satz von Leray und Satz ist H'(Pg, Op1) = H'(U4, Op1). Sei
fij € ZH(4, O]% ) gegeben. Dieser Kozykel ist wiederum durch fi2 € Ox(C¥)
vollstindig bestimmt. Wir miissen zeigen, dass dies ein Korand ist. Dies ist
Konsequenz der Laurententwicklung einer holomorphen Funktion auf einem
Kreisring, siehe z.B. [MF, Satz 3.4]. Eine solche Funktion f ldsstsich als f*—f~
schreiben, wobei f* auf C konvergiert und f~ auf C \ {0} konvergiert und
lim, ,~ f~(2) = Oist. Alsoist f~ auf ganz Us holomorph und

g=(91 =" g2=1") € CO&, Op1)
ist der gewiinschte Kozykel mit dg = f. O

Den Beweis von Satz bereiten wir mit einigen Hilfsaussagen vor. Wir
erinnern daran, dass der Differentialoperator

9 _ 1(2 N -2)
0z  2\0z Zay
eingefiihrt wurde, um holomorphe Funktionen zu detektieren, d.h. f € £(C)

ist holomorph, genau dann wenn % = 0.
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Lemma 5.24 Sei g € £(C) eine unendlich oft differenzierbare Funktion mit kom-
paktem Triiger. Dann gibt es eine unendlich oft differenzierbare Funktion f € £(C)
mit
of
0z
Beweis: Wir behaupten, dass wir das gewiinschte f durch Integration gegen
den Cauchy-Kern erhalten, d.h.

C):;M//(Cj(j)(dZ/\dz'

Wir zeigen gleichzeitig, dass das Integral wohldefiniert ist und die gewiinschte
Eigenschaft hat und fithren dazu Polarkoordinaten zentriert bei ¢ ein, d.h. z =
¢+ re’. Dann ist

dz Ndz = =2idx N dy = —2irdr A\ d6,

also .
= — / g(C+reYe™® dr A db. (5.2)
™ C

An diesem Ausdruck ist die Endlichkeit des Integrals offensichtlich. Wegen
des kompakten Tragers und majorisierter Konvergenz gentigt es tiber ein ge-
niigend grofses Quadrat B (zentiert bei Null mit Kantenldnge 2R) zu integrie-
ren und wir konnen unter dem Integral differenzieren. Sei B, dieses Quadrat
ohne den Innenkreis vom Radius ¢ zentriert um Null. Dann ist

_1// g(C +re®)dr A do
—hm// g(C+re®)dr A do
e—=0 T

— lim - =

—hm// ( <+2)>d A dz :—lim// dw
e—0 271 82’ z e—0 B.

wobei wir beim Ubergang zur dritten Zeile z = re' riicksubstituiert haben,
wobei

(5.3)

1
bo Lot
271 z

ist und von dw nur die %—Ableitung einen Beitrag liefert. Nach dem Satz von

Stokes (Satz ) ist also

= —lim dw = — lim w = lim w,
e—0 e—=0 /9B e—0 —c
1> £ -

|2l

da wir annehmen konnen, dass die Aussenkanten von B, ausserhalb des Tra-
gers von g liegen und wobei {|z| = ¢} im letzten Ausdruck mathematisch posi-
tiv durchlaufen wird, sich also die Umlaufrichtung und damit das Vorzeichen
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gedandert hat. Also ist schliesslich
1 .
22(¢) = lim — [ g(¢ + <€) db

Dies ist der Mittelwert von g auf einem Kreisrand von Radius € um (. Da g
stetig ist, ist der Limes hiervon gerade ¢((), was zu zeigen war. O

Wir arbeiten jetzt daran, die Voraussetzung der Kompaktheit des Tragers
fallenzulassen.

Proposition 5.25 (Dolbeault-Lemma) Sei g € £(C) eine unendlich oft differen-
zierbare Funktion. Dann gibt es eine unendlich oft differenzierbare Funktion f € £(C)

mit

of

0z~ 7
Beweis: Wir fiihren die Aussage durch einen Limesprozess auf das vorige
Lemma zuriick. Sei r,, eine streng monoton wachsende unbeschrédnkte Fol-
ge von Radien und A,, = A(0, 7). Sei ¢, eine unendlich oft differenzierbare
Funktion mit v,, = 1 auf A, und v,, = 0 auflerhalb von A, ;. Dann konnen
wir also das Lemma auf g, = ¥,g anwenden. Seien f,, die somit erhal-
tenen Funktionen. Wir mdchten erreichen, dass sich die Funktionen f,, und
frng1 auf Apiq nur um 27" in der Supremumsnorm unterscheiden und modi-
tizieren dazu induktiv f,, durch Addition eines Polynoms in z. Dies dndert die
Z-Ableitung nicht.

Am Induktionsanfang setzen wir fl = f1. Seien fl, . ,}; bereits konstru-
iert. Nach Konstruktion der f, ist fp+1 — /f; auf A, holomorph, besitzt also
eine Potenzreihenentwicklung. Davon nehmen wir eine polynomiale Appro-
ximation P, welche geniigend viele Terme hat, sodass

fns1 = fo = Palloo <27 auf A,

Wir setzen also ﬁ:l = fn+1 — P,. Dann gilt immer noch % f;;l = gpy1 auf
A, 11 und nach Konstruktion

||J§z:1 — EHOO <27 auf A,.

Wir setzen fiir z € A,
F(2) = Fa(2) + > (i1 (2) = fr(2))-
k=n

Dieser Limes existiert, da die Reihe gleichmiflig konvergiert. Da jede Diffe-
renz in der Reihe auf A,, eine holomorphe Funktion ist, muss die Reihe auch
wieder eine auf A,, holomorphe Funktion, also insbesondere unendlich oft dif-
ferenzierbar sein. Deswegen ist f unendlich oft differenzierbar und

%f:%fn:gn:g

auf A,. Schliesslich ist noch festzuhalten, dass die verschiedenen Definitionen
von f fiir z € A, C A,y tibereinstimmen. O
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Beweis von Satz Sei 4l eine beliebige Uberdeckung von X und f =
(fij) € Z*(U,0x). Wir folgen die Beweisprinzip von Satz und fassen
ZY U, 0x) C Z1 (81, E) auf. Da H(8,E) = 0 gibtes g = (g;) € CO(L, &) mit
dg = f. Da die f;; holomorph sind, ist % fij = 0, d.h. die %-Ableitungen
der g; stimmen auf zweifachen Durchschnitten {iberein. Also gibt es ein globa-
les h € £(X) mit h|y, = % gi. Auf dieses h wenden wir das Dolbeault-Lemma
Propositionan und erhalten gx € £(X) mith = % gx-

Sei nun g, = ¢; — gx|v,- Dann ist %gg = %gi — hly, = 0,also ¢’ = (¢,) €
CO(U, Ox). Ausserdem ist d(g') = d(g) — d(9x) = d(g) = f, was zu zeigen
war. U

5.6 Garben, holomorphe Abbildungen und Kohomologie

Bisher haben wir die Riemannsche Fliache X festgehalten und Garben auf X
sowie deren Garbenmorphismen betrachtet. Wir betrachten nun den einfachs-
ten Fall einer holomorphen Abbildung, ndmlich die Inklusionsabbildung i :
V — X von einer offenen Menge V.

Ist F eine Garbe auf X, so definiert F|y(U) = F(U N V) eine Garbe auf V,
die wir mit F|y oder auch i*F bezeichnen.

Istil = {U;,i € I} eine offene Uberdeckung von X, soist ity = {U;NV,i € I}
eine offene Uberdeckung von V. Die Restriktionsabbildungen ergeben also
Abbildungen i* : CP (L, F) — CP(Uy,*F), die Kozykel auf Kozykel und Ko-
rander auf Kordnder abbilden. Da dies fiir alle offenen Uberdeckungen funk-
tioniert und mit Einschrankungen vertraglich ist, erhdlt man Abbildungen auf
dem induktiven Limes, d.h.

i« HP(X,F) — HP(V,i*F)

fiir alle p € N.

5.7 Der Endlichkeitssatz fir 7'(X, Oy)

Wir haben im vorigen Abschnitt bereits begonnen, die erste Kohomologie
der Garbe der holomorphen Funktionen auszurechnen. Sie verschwindet fiir
Kreisscheiben, in der Tat fiir alle nicht-kompakten Riemannschen Fldchen
([FG81, Theorem 26.1]), und fiir die projektive Gerade. Fiir kompakte Rie-
mannsche Flachen ist es aufgrund des folgenden Satzes eine wichtige Inva-
riante.

Satz 5.26 Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Dann ist dim H'(X,Ox) <
Q.

Definition 5.27 (Geschlecht) Ist X eine kompakte Riemannsche Fliche. so wird die
Dimension g = dim H'(X, Ox) das Geschlecht von X genannt.
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Im Moment ist dieser Begriff doppelt belegt und wir bezeichnen voriiber-
gehend das so definierte Geschlecht auch als kohomologisches Geschlecht gyon =
dim H'(X, Ox), um es vom topologisch definierten Geschlecht zu unterschei-
den. Wir werden in Abschnit sehen, dass beide Begriffe in der Tat tiberein-
stimmen.

Bis wir ein Beispiel ausrechnen, bei dem diese Invariante auch tatsadchlich
nicht verschwindet, werden wir noch einige theoretische Resultate abhandeln.
Selbst fiir den Torus ist das direkte Ausrechnen von der Definition weg mit
der Uberdeckung aus Beispiel [2.8| aufgrund der Vielzahl von Schnittmengen
ziemlich lastig.

5.8 Der Existenzsatz fiir Abbildungen

Als erste Anwendung des Endlichkeitssatzes zeigen wir die Existenz von me-
romorphen Funktionen.

Satz 5.28 Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche und x € X. Dann gibt es eine
meromorphe Funktion auf X, die genau im Punkt x einen Pol hat.

Beweis: Sei ¢ = dim H!(X,Ox). Sei (U1, 2) eine Karte einer Umgebung U;
von x mit z(z) = 0. Sei Uy = X \ {z}. Dann ist & = {U;,Us} eine offene
Uberdeckung von X. Die Funktionen 277 fiir j € N sind auf U; N Uy ho-
lomorph, repréisentieren also ein Element in Z!(4, Ox), das wir mit z; be-
zeichnen. Da H'(4,0x) — H'(X,0Ox) nach Lemma injektiv ist, sind
die Elemente z1,...,24+1 in H'(4,Ox) linear abhéngig. Das heisst, dass es
f=(f1, f2) € C°(4, Ox) und komplexe Zahlen cy, ..., cy+1 gibt, sodass

g+1
fo—fi= chz’j auf U NUy
j=1

gilt. Umgeschrieben bedeutet diese Gleichung, dass die Funktion definiert
duch f; auf Us und f; + Z?Q cjz7 auf Uy \ {z} auf X \ {z} holomorph ist
und bei z einen Pol (der Ordnung hochstens g + 1) hat. O

Diese Satz besagt, dass jede Riemannsche Flache Uberlagerung der projek-
tiven Geraden P! ist (Nichtkonstante meromorphe Funktionen sind gerade
die Uberlagerungen von P!). Er wird uns gestatten zusammen mit dem Satz
von Riemann-Hurwitz und Riemann-Roch im ndchsten Abschnitt ¢ = gion
zu zeigen. Er gestattet auch zu zeigen, dass kompakte Riemannsche Flachen
stets algebraische Varietdten der Dimension Eins sind. Der Satz wird erst dann
richtig erstaunlich, wenn man im Vergleich dazu gesehen hat, dass komplexe
Mannigfaltigkeiten der Dimension zwei nicht immer eine nicht-konstante me-
romorphe Funktionen gestatten. In Dimension zwei bricht auch der Vergleich
zwischen komplexen Mannifaltigkeiten und algebraischen Varietdten im All-
gemeinen zusammen.

Seite 61



Statt einer festen Polstelle kann man sich auch Werte einer meromorphen
Funktionen an beliebig (aber endlich) vielen Stellen wiinschen.

Korollar 5.29 Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche, x4, ..., x, paarweise ver-
schiedene Punkte in X und cy, . .., c, € C. Dann gibt es eine meromorphe Funktion f
auf X mit f(x;) =c;fiiri=1,...,n.

Beweis: Ubung. O

Aus dem Beweis von Satz ist offensichtlich, dass die meromorphe
Funktion, die dort konstruiert wurde, eine Uberlagerung vom Grad hochstens
gkoh + 1 ist. Daraus erhalten wir unmittelbar folgendes Korollar.

Korollar 5.30 Ist X eine kompakte Riemannsche Fliche mit gy,n(X) = 0, so gibt es
einen Isomorphismus X — P{.

6 Divisoren und der Satz von Riemann-Roch

Eine fundamentale Frage lautet, wie viele holomorphe Differentialformen
es auf einer gegebenen Riemannschen Fliche X gibt, insbesondere im Fall,
dass X kompakt ist. Diese Frage beantwortet man am besten, indem man
gleich die allgemeinere Frage nach Differentialformen mit vorgegebenen Null-
stellen an vorgegebenen Punkten beantwortet. Dies ist mit Nullstellenvielfach-
heit zu interpretieren und daher kommt die folgende Begriffsbildung.

Definition 6.1 (Divisor) Sei X kompakte eine Riemannsche Fliche. Ein Divisor
D =" cx ag [x] ist eine formale Linearkombination von Punkten & € X mit Koef-
fizienten a, € Z, welche fiir alle bis auf endlich viele x € X Null sind. Die Menge der
Divisoren bildet eine additive Gruppe Div (X), die freie abelsche Gruppe erzeugt von
den Punkten z € X.

Ein Divisor wird effektiv genannt, falls a, > 0 fiir alle x € X ist. Die ganze Zahl

deg(D) = Z ag
zeX
heif$t der Grad des Divisors.
Ist f : X — P, eine nicht-konstante holomorphe Abbildung (also eine meromor-
phe Funktion auf X), so sei
div(f) =Y ordy(f) - [a].

zeX

In diesem Fall wird div(f) der zu f gehorige Hauptdivisor genannt.

Da die Gradabbildung als Funktion auf ]P’(lC konstant ist, folgt, dass
deg(div(f)) = 0 ist fiir alle holomorphen Abbildungen f : X — P}. Hauptdi-
visoren haben also Grad Null. Fiir konstante holomorphe Abbildungen f setzt
man div(f) = 0.
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Ist U C X offen und D ein Divisor auf X, so definieren wir D|y =
> wey G ).

Neben Hauptdivisoren sind die wichtigste Quelle von Divisoren diejenigen,
die von Differentialformen kommen. Der Leser priife die Kartenunabhingig-
keit der folgenden Definition.

Definition 6.2 (Divisor einer Differentialform und kanonischer Divisor)

Sei w eine meromorphe Differentialform auf einer Riemannschen Fliche X. Ist
x € X und w = fdz in einer Karte (U, z) um x, so setzen wir ord,(w) = ord,(f).
SchliefSlich definieren wir

div(w) = Y _ ord(w) [z].
rzeX
Ist w holomorph, oder dquivalent div(w) effektiv, so wird div(w) ein kanonischer
Divisor genannt.

Proposition 6.3 Sei w # 0 eine meromorphe Differentialform auf einer kompakten
Riemannschen Fliiche X vom Geschlecht g. Dann ist deg ( div(w)) = 2g — 2.

Beweis: Sind w und wy zwei solche Differentialformen auf X. Dann ist
w/wy : X — P
eine holomorphe Funktion, also div(w) = div(wz) + div(w/w2), insbesondere
deg div(w) = deg div(ws).

Also gentigt es, die Aussage fiir eine meromorphe Differentialform auf X zu
zeigen. Fiir X = P} nehmen wir w = dz in einer der Karten. In der Karte Z mit
Z=1listw=d(l) = —Z%dz, also deg(div(w)) = —2, was zu zeigen war.

Fiir X beliebig sei f : X — IP’}C eine holomorphe und nicht-konstante Ab-

bildung, welche nach Satz existiert. Wir konnen durch Mobiustransfor-
mation annehmen, dass f tiber co unverzweigt ist und setzen w = d(f). Dann
ist lokal w = f’dz, also falls f(x) # oo, so ist ord,(w) = ord,(f) — 1.
Ist f(x) = oo, so folgt aus der Unverzweigtheit, dass f in einer Kreisscheiben-
karte (U, t) um z mit t(z) = 0 die Form f(t) = c1t ' +co +cit + ... mite; # 0
hat. Also ist die Nullstellenordnung der Ableitung bei t = 0 gleich —2 und
somit ord, (w) = 2. Da es deg( f) solche Punkte gibt, folgt insgesamt

degw =Y (ordy(f) — 1) — 2deg(f) = 29(X) — 2
zeX

nach der Riemann-Hurwitz-Formel Satz O
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Der Satz von Riemann-Roch kann auch motiviert werden durch die Fra-
ge nach Funktionen mit gegebenem Polstellenverhalten. In erster Naherung
haben wir diese Frage mit Satz beantwortet. Fiir eine genauere Antwort
machen wir folgende Definitionen.

Sind D und D5 zwei Divisoren, so schreiben wir Dy > D, falls D; — Dy
effektiv ist.

Definitionen 6.4 Zu einem Divisor D auf X sei
L(D) := {0} U{f: X — PL holomorph und div(f) + D > 0}

und
¢(D) = dime L(D).

Beispiel 6.5 Ist X kompakt und D = 0, so besteht £(D) nur aus den konstan-
ten Funktionen nach dem Maximumsprinzip. In diesem Fall ist also /(D) = 1.
Ist D > D/, soist L(D') in L(D) enthalten. Ist deg(D) < 0, so folglich ¢(D) = 0,
denn deg(div(f)) = 0 fiir jede holomorphe Funktion f.

Das Ziel dieses Abschnitts ist der folgende Satz.

Satz 6.6 (Riemann-Roch) Sei w # 0 eine meromorphe Differentialform und K =
div(w). Dann gilt fiir jeden Divisor D auf X:

UD) < +oo und £(D) — 6K — D) = deg(D) + 1 — gion.

Ist also deg(D) > 2gyon — 2 so erhdlt man mit £(D) = deg(D) + 1 — gkon direkt
die Antwort auf die motivierende Frage nach Funktionen mit vorgegebenem
Verschwindungsverhalten. Im Allgemeinen liefert Riemann-Roch direkt eine
Abschatzung (D) > deg(D) + 1 — gkon, aber der Beitrag /(K — D) ist nicht
einfach zu bestimmen.

6.1 Kohomologische Version von Riemann-Roch

Wir wollen die Vektorraume £(D) nun kohomologisch interpretieren. Dazu
definieren wir zwei wichtige Garben. Fiir einen Divisor D sei die Garbe Ox (D)
definiert durch

Ox(D)(U) = {f : U — P{ holomorph und div(f) > —D|y} U {0}
Die Garbenaxiome priift man wie bei Ox nach. Nach Definition ist
L(D) = Ox(D)(X) = H*(X, 0x(D)).

Ist w eine meromorphe Differentialform mit K = div(w) und ist f € L(K),
so ist f w eine meromorphe Differentialform ohne Pole, also eine holomorphe
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Differentialform. Ist umgekehrt w; € H(X,Q}), also eine globale holomor-
phe Differentialform, so ist f = w;/w € L(K). Auf diese Weise haben wir
einen Isomorphismus

L(K) = H(X,Qk)

von C-Vektorrdumen definiert. Wir erweitern diese Korrespondenz auf Ver-
schwindungsbedingungen wie bei einem Divisor. Dazu definieren wir die
Garbe

QY (—=D)(U) = {w € Q% (U) : div(w) — D > 0}

und erhalten mit dem gleichen Argument einen Isomorphismus
L(K — D)= H(X, 04 (-D)).

(Bei dieser Definition ist nicht D effektiv vorausgesetzt. Das Minuszeichen
sorgt lediglich dafiir, dass der Term direkt wie im Satz von Riemann-Roch
aussieht.)

Der Satz von Riemann-Roch beinhaltet im Spezialfall D = 0 auch die Ant-
wort auf die zweite motivierende Fragestellung nach globalen Differentialfor-
men.

Korollar 6.7 Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Dann hat der Vektorraum
HY(X, Q%) der holomorphen Differentialformen auf X die Dimension g.

Wir bereiten nun den Beweis des Satzes von Riemann-Roch vor. Offenbar
gibt es fiir einen effektiven Divisor D einen injektiven Garbenmorphismus
Ox — Ox (D). Wir wollen diesen zu einer exakten Sequenz ergdnzen und
die zugehorige Kohomologiesequenz betrachten.

Definition 6.8 (Wolkenkratzergarbe) Sei D = __ a, [z] ein effektiver Divisor
auf X. Durch
Cp(U) = @gev C*

und Restriktionsabbildungen gegeben durch die natiirlichen Vergissabbildungen
BrevC* — BreyC® fiir V. C U wird eine Garbe Cp auf X beschrieben, die
Wolkenkratzergarbe zu D genannt wird.

Ist f € Ox(D)(U) und = € U beliebig, so hat f eine Potenzreihenent-
wicklung um z der Form f = .o, ci(z — r)’. Indem man f auf seinen
Polarteil Z;:l_ax ci(z — =) abbildet, erhdlt man einen Garbenmorphismus

Ox (D) — Cp. Man rechnet nach, dass damit 0 - Ox — Ox(D) - Cp — 0
und allgemeiner fiir alle Divisoren D;

OHOX(Dl)—)OX(DjLDl)*)(CD—)O, (6.1)

wobei der Pfeil nach Cp auf den um die Koeffizienten von D; verschobenen
Polarteil abbildet, zu einer exakten Sequenz von Garben wird.
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Lemma 6.9 Ist Cp eine Wolkenkratzergarbe zum effektiven Divisor D, so ist
°(X,Cp) = deg(D) und h'(X,Cp) = 0.

Beweis: Die erste Aussage ist klar und zum Beweis der zweiten Aussage star-
ten wir mit einer Uberdeckung % und verfeinern sie derart zu einer Uberde-
ckung 4 von X, sodass jeder Punkt x € X mit a; # 0 in nur einer Menge U;
enthalten ist. Dann enthélt also ein Durchschnitt von Mengen in { keinen sol-
chen Punkt. Ist also f € Z'(4,Cp) in Kozykel, so ist f = 0 nach Definition. [

Satz 6.10 (Riemann-Roch, kohomologische Version) Sei D ein Divisor auf
X. Dann sind H°(X,Ox(D)) und H'(X,Ox (D)) endlichdimensionale C-
Vektorriume und es gilt

h(X,0x(D)) — hY(X,0x(D)) = deg(D) + 1 — gkoh-

Beweis: Fiir den Divisor D = 0 folgt dies nach der Bemerkung in Beispiel
und der Definition von gi.n. Den allgemeinen Fall zeigen wir, indem wir die
Situation D’ = D + [z] betrachten und zeigen, dass die Behauptung fiir D die
Behauptung fiir D’ und umgekehrt impliziert. Dazu betrachten wir die lange
exakte Sequenz

aQ ﬁO

0 — HO(X, Ox (D)) —“% HO(X, Ox (D)) <2 C
» D

Q H(X,0x(D)) =2~ H'(X, Ox (D)) -2~

zu (6.I) unter Verwendung von Lemma Sei V = Bild(f}y). Dann ist die
Exaktheit der langen Sequenz dquivalent zur Exaktheit der beiden folgenden
kurzen exakten Sequenzen

0 — HY(X,0x(D)) - HY(X,0x(D")) =V =0

und
0—C/V = HY(X,0x(D)) —» H(X,0x(D")) = 0.

Dies bedeutet
h(X,0x (D) = dimc V + h%(X, Ox (D))
und
—h1(X,0x(D")) = —=h (X, 0x(D)) + (1 — dimc V).
Durch Addition der beiden Zeilen folgt die Behauptung in beiden Féllen. [J
Daraus kann man direkt eine grobe, aber oft niitzliche Abschitzung ablei-

ten.

Korollar 6.11 Fiir einen beliebigen Divisor D gilt h°(X, Ox (D)) > deg(D) + 1 —
Ykoh-
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6.2 Serre-Dualitat

Fiir den Beweis des Riemann-Roch-Satzes fehlt, in Anbetracht des Sat-
zes und der kohomologischen Interpretation von £(D) und L(K) genau
noch folgende Aussage.

Satz 6.12 (Serre-Dualitdt) Es gibt einen Isomorphismus
ip : H'(X,Q%(~=D)) — Hom¢ (H'(X,0x(D),C) .
Insbesondere ist h°(X, Q% (—D)) = h1(X, Ox(D)).

Korollar 6.13 Die Definitionen des Geschlechts fiir eine kompakte Riemannsche Fli-
che aus Abschnitt [3.6\und aus Abschnitt [5.7)stimmen iiberein, d.h. g = gxon-

Beweis: Wir wenden Riemann-Roch auf D = K sowie die implizit bereits

eingefiithrten Garbenisomorphismen Ox (K) = O, allgemeiner Ox (K — D)
Q% (=D) und somit Ox = Q) (—K) sowie Proposition|6.3|an und erhalten

hO(Xa Q}() - hl(X> Q}() = (29 - 2) + 1 — gkoh-
Zusammen mit den Konsequenzen der Serre-Dualitit Ah°(X,QL) =
hY(X, Ox) = gkon sowie A (X, QL) = h%(X, Ox) = 1 folgt die Behauptung. O

Jede Bilinearform (-,-) : V; x Vo — C liefert eine lineare Abbildung V; —
Hom ¢(V2, C)) (und umgekehrt liefert solch ein Homomorphismus eine Biline-
arform). Angewandt auf die in Satz vorkommenden Rdume verwenden
wir also zunéchst die Bilinearform

Q% (=D)(U) x Ox(D)(U) = Q% (U), (w,f)+— fw

fiir jede offene Menge U C X. Diese induziert fiir jede offene Uberdeckung $(
eine Bilinearform C%(U, Q% (—D)) x C1 (s, Ox (D)) — CL (81, QL), welche Z° x
Z!' nach Z! abbildet. Man priift nach, dass das Bild von d(C°(s(, Ox (D))) dabei
nach d(C%(4, Q%)) abgebildet wird und man somit eine bilineare Abbildung

HY(X,Q%(-D)) x HY(X,0x (D)) - HY(X,0L)

erhilt. Der erste Schritt ist also, eine natiirliche Abbildung des Bildes dieser
bilinearen Abbildung nach C zu konstruieren.
In der Garbensprache interpretiert besagt Korollar dass die Sequenz

004 - el 562 50

exakt ist. Aufgrund von Proposition [5.8 wird die lange exakte Kohomologie-
sequenz zu einer kurzen exakten Sequenz

o HOUX,ERY) 5 HO(X,E%) —» HY(X,Qk) — 0.
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Wir erhalten also die gewtiinschte Abbildung durch die Definition

Res: H'(X,Q%) = C,  Res(Q) = i // Q
2mi ) Jx
auf einem Représentanten Q € £%(X) von H'(X,QL). Nach dem Satz von
Stokes (Satz[4.11) ist Res(dw) = 0, die Abbildung also in der Tat auf H'(X, Q%)
wohldefiniert. Der Ursprung des Begriffs Residuum wird sogleich klar.

Mit dem Ziel die Injektivitdat der Serre-Dualitdt zu zeigen, reprdsentieren
wir Elemente in H'(X, Q}) durch sogenannte Mittag-Leffler-Koketten i = (yu;)
beziiglich einer Uberdeckung i von X, d.h. p; ist eine meromorphe Diffe-
rentialform of U; und die Differenzen y; — p; sind auf den Uberlappungs-
mengen holomorph. Mit der iiblichen Definition des Korandoperators ist also
d((i)icr) € H'(X,Qk). Der Vorteil hiervon ist, dass man diese leicht ange-
ben kann (siehe Lemma [6.15)). Auch kann man einer Mittag-Leffler-Kokette
leicht ein Residuum zuordnen. Ist z € U; so sei Res, i1; das tibliche Residuum.
Ist z € U; N Uj, so ist Res; pi; = Res, 1 nach Definition einer Mittag-Leffler-
Kokette. Da diese Residuen nur in endlich vielen Punkten von Null verschie-
den sind, definieren wir mit

Res((pi)ier) = > Resy i)
zeX

wobei i(z) ein Index mit € U; ist. Die Arbeit besteht nun darin zu zeigen,
dass die zwei Residuendefinitionen iibereinstimmen.

Lemma 6.14 Ist (y;);cr eine Mittag-Leffler-Kokette, so ist

Res((pi)ier) = Res(d((p:)icr))-

Beweis: Wir verfolgen die Definition des Verbindungshomomorphismus 4°
um eine 2-Form € £®)(X) mit 6°(Q) = d(u) zu konstruieren. Da d(u) ein
1-Kozykel von 2}, und somit auch von £ ist und H'(X, 1) = 0 ist, gibt
es g = (gi) € COU, ELDY) mit dg = dp. (Wir schreiben in diesem Beweis die
duflere Ableitung von Funktionen und Differentialformen mit d, um sie vom
Differential d im Cech-Komplex zu unterscheiden.) Die dussere Ableitung auf
w; — prj angewandt ist Null, da diese Differenz holomorph ist. Diese stimmt
wegen der vorigen Bemerkung mit der dusseren Ableitung von g; — g; iiberein.
Also verkleben sich diese dusseren Ableitungen d(g;) zu einer globlen 2-Form
Q € £E@(X). Aus der Konstruktion des Verbindungshomomorphismus folgt
nun unmittelbar 6°(Q2) = d(u). Bs ist nun also

Res((uier) = 5 [ [ 0

Zu zeigen.
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Wir werden sehen, dass nur die Umgebungen der Pole von p zum Inte-
gral beitragen. Seien {zi,...,z,} diese endlich vielen Pole, sei ¥ = X \
{z1,...,zn}. AWfY NU; NU;j ist g — i = gj — pj. Also verkleben sich die
hi = g; — p; zu einem globalen h € £y e 0)( Y') mit h|y, = h;. Aufgrund von Lem-
maf4.9]ist d(p;) = 0 auf Y N U;. Da einzelne Punkte fiir das Integral irrelevant

X X

Fiir jeden der Punkte z; wéhlen wir einen Index i(j), sodass x; € Uj(;). Wir
numerieren die Karten der Bequemlichkeit halber um, verfeinern die Karten
gegebenenfalls um die Nullstellen in den Karten zu trennen, sodass die ersten
n Karten genau die Nullstellen enthalten, also dass wir i(j) = j wahlen kon-
nen. Um diese Punkte wéhlen wir Karten (U, z;) mit z;(z;) = 0 und schreiben
U; = U;\ A; fiir das Komplement einer e-Kreisscheibe in der Karte z;. Wir bas-
teln auflerdem f; € £(X), welche auf einer Umgebung von xz; identisch Eins
sind und welche Tréger in U; haben. Sei f¢ =1 — 7", f;. Da der Trager von
f¢ disjunkt zu den Polen ist, konnen wir f¢h durch Null iiber die z; hinweg
fortsetzen.

Wir betrachten nun die Umgebungen V. Weg von z;, also auf U} \ {z;} ist

d(fjh) =d(h) = d(g; — j)-

Als differenzierbare 2-Form kann man d(f;h) tiber den Punkt z; hinweg fort-
setzen und auch auflerhalb vom Tradger von f; mit Null zu einer differenzier-
baren 2-Form auf ganz X. Damit ist

/&ﬂ:/;ww+i[émm>

Fiir den ersten Term konnen wir den Satz von Stokes (auf ganz X') anwenden
und erhalten [, d(f°h) = 0. Fiir die hinteren Terme kénnen wir das Integral
auch nur tiber U; statt iber X nehmen. Dort ist g; eine C*°-Differentialform,
also hat d(g;) nach Lemma 4.9|und Stokes das Integral Null. Damit ist

/ﬂﬂ=—§[&«mﬁ=— gﬂ] (fim)

— li — 497 Y

’ j e50 /8A5 Hi +2mi Resq; 15,
wobei wir beim Ubergang zur zweiten Zeile wieder Stokes auf den topolo-
gischen Kreissring V7 mit einem Aussenkreis aufferhalb des Trdgers von f;

angewendet haben. O

Lemma 6.15 Die Abbildung ip aus Satz ist fiir alle D injektiv.
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Beweis: Wir miissen zu jedem w € H(X,Q4(-D)) eine geeignete Uber-
deckung 4 und einen Kozykel f = (fi;) € C'(U,Ox (D)) finden, sodass
Res(fw) # 0ist. Sei z € X ein Punkt, der nicht im Trager des Divisors D liegt
und (U, z) eine Karte einer Umgebung von z mit z(x) = 0. In dieser Umgebung
schreiben wir w = f(z)dz mit einer holomorphen Funktion f. Wir kénnen U
nun so verkleinern, dass f aufler moglicherweise bei z = 0 keine Nullstellen
hat. Sei fy = (2f(2)) 7}, also f,(2)w = dz/z auf Uj.

Sei Uy = X \ {z}. Dannist u = (dz/z,0) eine Mittag-Leffler-Kokette beziig-
lich 8 = {Up, U1} und es ist Res(u) = 1. Wir suchen also (f;;) € C*(U, Ox (D)),
sodass fw = dpu ist. Dies leistet offenbar der Kozykel gegeben durch fy; =
folvoru,- O

Wir bewegen uns nun in Richtung Surjektivitat der Abbildungen ip. Der
Beweis lduft tiber den Vergleich von Divisoren D und D' mit D > D’ und wir
treffen zundchst einige Vorbereitungen.

Sei B ein beliebiger Divisor und 0 # g € H°(X, Ox(B)). Dann liefert die
Multiplikation f +— fg einen Garbenmorphismus Ox (D — B) — Ox (D) und
somit einen Homomorphismus 1 : H'(X,Ox(D — B)) — HY(X,0x(D)) der
zugehorigen Kohomologiegruppen

Lemma 6.16 Die induzierte Abbildung auf den Dualriumen

¢Y : Hom¢ (H'(X,0x(D)),C) — Home(H'(X,0x(D — B)),C), £~ Lo
ist injektiv.

Beweis: Ist A = div(g), so ist per Definition A > —B und die Multiplikation
mit g definiert einen Isormorphimus Ox (D + A) — Ox (D) und v is die Ver-
kettung der Inklusion Ox (D — B) — Ox (D + A) mit diesem Isomorphismus.
Da Garbenisomorphismen auch Isomorphismen der Kohomologiegruppen in-
duzieren, geniigt es also zu zeigen, dass die Abbildung H'(X,Ox(D — B)) —

HY(X,0Ox(D + A)) surjektiv ist, denn dann ist die duale Abbildung injektiv.
Diese Surjektivitdtsaussage folgt aber direkt aus Lemma a

Fiir den Speziallfall B > 0 und g = id d.h. fir D > D’ bezeichen wir die-
se injektive Vergleichsabbildung zwischen der ersten Kohomologiegruppen
mit cB,. Andererseits haben wir eine Injektion wp/ pr : HY(X, Q% (-D)) —
H(X, Q% (—D’) und die injektiven Abbildungen ip bzw. i, zwischen diesen
Rdumen, zusammengefasst in dem Diagramm

D

0 — Home (H' (X, Ox (D)), C) —2= Hom¢ (H'(X, Ox(D')), C)

0 HO(X, Q4 (~D)) — Y~ HY(X, Q4 (~D)).

Man tiberpriift mit Hilfe der Definition der Dualitdtsabbildungen, dass die-
ses Diagramm kommutiert.
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Lemma 6.17 Ist { € Hom¢(H' (X, Ox (D)), C) sowohl im Bild von 5, also auch
im Bild von ip so liegt es im Bild von H°(X, Q% (—D)), d.h. ist

(= cB(tp) = ip(w),
so liegt w € H(X, QL (- D)).

Beweis: Sei D = > a, [x] und D' = )" al, [z]. Wir erinnern daran, dass per
Definition £(¢) = (w, &) fiir alle ¢ € H(X, Ox(D")) gilt.

Wenn die Behauptung falsch ist, dann gibt es ein # € X mit ord,(w) <
az. Es gilt aber ord,(w) > a/, nach Definition von w. Unser Ziel ist es, eine
Kohomologieklasse ¢ € H'(X,Ox(D’)) zu konstruieren, die sich auf Null in
H'(X,0x (D)) abbildet, sodass also ¢ (¢) = 0 ist, sodass aber andererseits
(&) = (w,§) # 0 gilt. Dann haben wir einen Widerspruch zu ¢ = ip/(w) und
0 =cB,(tp).

Wir verwenden dazu die gleiche Uberdeckungskonstruktion wie beim Be-
weis der Injektivitit. Sei (Up, z) eine Umgebung dieses Punktes mit z(z) = 0
und wir schreiben w = fdz mit einer meromorphen Funktion f auf Uy. Wir
konnen Uy so verkleinern, dass der Trager von D und D’ in Uy nur aus dem
Punkt x besteht und ausserdem annehmen, dass in Uy die Funktion f ausser
bei x keine weiter Null- oder Polstelle besitzt.

Wir betrachten die Uberdeckung 4 = {Uy, Uy = X \ {r}} von X und
fo = (2f)~'. Dann ist ord,(fo) + az = —1 — ord;(w) + a, > 0, also ist
(f0,0) € C%X,Ox(D)) (aber es gilt nicht (fo,0) € C°(X,Ox(D"))). Der Ko-
rand hiervon liegt sowohl in Z!(X,Ox(D)) als auch in Z'(X,Ox(D’)), da
Up N Uy disjunkt zum Trager beider Divisoren ist. Sei also ¢ € H(X, Ox (D))
seine Kohomologieklasse. Nach Konstruktion ist also i5,(¢) = 0, wie gefor-
dert.

SchlieSlich ist (w,&) = Res(dz/z,0) = 1, womit wir den gewiinschten Wi-
derspruch haben. O

Beweis der Surjektivitit von ip in Satz |6.12}: Eine von Null verschiede-
ne Linearform ¢ € Hom¢(H'(X,Ox(D)),C) sei vorgegeben und wir ver-
wenden die Notationen von obigem Lemma mit B, = n|z], wobei
wir n spéter geeignet wahlen. Sei auflerdem D, = D — B,. Im Gegen-
satz zum Vorgehen in diesem Lemma fixieren wir aber nun das in Element
¢ € Hom¢(H'(X,0x(D)),C) und lassen g variieren. Wir betrachten nun die
Menge
An={log, g € H'(X,0x(Bn))} C Home(H' (X, 0x(D = By)),C).

Angenommen wir wiissten bereits, dass A, N Bild(ip, ) # 0, d.h. es gibt ein ¢
sodass £ o g = ip, (w) fiireinw € H*(X, QY (-D,,). Sei A = div(g) der Divisor
von g,d.h.1/g € H(X,0x(A))und sei D' = D,, — A= D — (B,, + A). Dann
ist 1 1 1

D , ,

cpl) =—-{log)=—ip,(w) =ip(-w

p(f) = (e g) = Zip,(w) = ip(Cw)
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und wir sind in der Situation von Lemma Dieses Lemma besagt, dass éw,
welches a priori in H°(X, Q% (—D")) liegt, in der Tat in H(X, Q% (—D)) liegt
und dass ¢ = i D(%w) ist. Damit ist die Surjektivitat gezeigt.

Wir miissen also noch den nichtleeren Durchschnitt erzwingen. Dazu schit-
zen wir die Dimensionen ab. Nach Korollar [6.11]ist

dim A, = h°(X,0x(By)) > n+ 1 — gion-
Mithilfe des gleichen Korollars schitzen wir
dim Bild(ip, ) = h%(X, Q% (=D,)) > n — deg(D) + 29 + 2+ 1 — gion

ab. Der Gesamtraum, in dem wir diese Untervektorraume schneiden, hat,
wenn wir n so grofl wéhlen, dass deg(D — B,,) < 0 ist, die Dimension

Y (X,0x(D — By,)) = g — 1 — deg(D) + n.

Alle diese Dimensionen wachsen also linear in n und der Koeffizient des linea-
ren Terms ist Eins. Fiir n grof3 genug miissen sich also A,, und Bild(ip, ) wie
gewtlinscht schneiden. O

7 Der Uniformisierungssatz

Wir haben in Abschnitt[3.8]festgestellt, dass jede Riemannsche Fliche eine uni-
verselle Uberlagerung besitzt. Universelle Uberlagerungen sind einfach zu-
sammenhdngend und somit z.B. bei der Integration von Differentialformen
gut handzuhaben.

Ziel dieses Abschnitts ist die Klassifikation aller moglichen universellen
Uberlagerungen von Riemannschen Flachen. Es wird sich herausstellen, dass
es nur drei mogliche Typen von Uberlagerungen gibt. Dieser Satz wird auch
Uniformisierungssatz genannt.

Wesentliches Hilfmittel hierfiir sind harmonische Abbildungen. Mit deren
Hilfe erhalten wir auch einen Beweis der Existenz einer holomorphen Abbil-
dung von jeder kompakten Riemannschen Fldche nach P} sowie einen Beweis
des Satzes von Riemann-Roch. Diese Sitze haben wir bereits als Satz und
Satz|6.6|kennengelernt. Der Zugang hier kommt vollig ohne den Garbenbegriff
und Kohomologie aus, bendétigt jedoch mehr Techniken aus der Analysis.

7.1 Das Dirichlet-Problem

Am Ende dieses Abschnitts 16sen wir ein Problem der partiellen Differenti-
algleichungen, das Dirichlet-Problem des Laplace-Operators fiir Gebiete in C
mit nicht allzu bosartigem Rand. Der Grund fiir das Auftreten dieses Opera-
tors wird sogleich klar: Losungen des Laplace-Operators sind genau die Real-
teile holomorpher Funktionen. Und diese Realteile lassen sich, als reellwerte
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Funktionen, flexibler handhaben als die starren, dem Identitdtssatz gehorchen-
den holomorphen Funktionen. Um geniigend Flexibilitat zu haben miissen wir
den Funktionsbegriff zwischendurch noch etwas aufweichen und von harmo-
nischen zu subharmonischen Funktionen iibergehen.

C. Eine
0, wobei

Definition 7.1 (harmonische Funktion) Gegeben sei ein Gebiet U
Funktion v : U — R heifdt harmonisch, falls u € C?(U) und Au
A= % + % der Laplace-Operator ist.

I 1N

Wichtigste Beispiele fiir diesen Begriff erhdlt man aus holomorphen Funk-
tionen.

Lemma 7.2 Ist f holomorph so sind Re f und Im f harmonisch.
Ist umgekehrt u : A — R eine harmonische Funktion auf der Einheitskreisscheibe, so

ist f=u+i- [/ 9u holomorph und Re f = u.
Beweis: Aufgrund der Definition von harmonisch und der Cauchy-Riemann-

2 2
Differentialgleichungen gilt agr;f = 88:{2u = —aayfgu = _%Z = _8%7;]‘ und

OImf _ Hu _ ORef O
oy ~— Odx — Oz

Aus diesem Lemma folgt, dass eine harmonische Funktion u auf U auto-
matisch unendlich oft differenzierbar ist. In der Tat konnen wir unendlich oft
differenzierbar in einer kleinen Umgebung, also auf einer Kreisscheibe, nach-
priifen. Dort ist dann nach dem obigen Lemma v Realteil einer holomorphen,
also unendlich oft differenzierbaren Funktion und somit gilt die Behauptung.

Proposition 7.3 Ist die Funktion u harmonisch, dann gilt fiir jede abgeschlossene
Kreisscheibe A,.(z) C U die Mittelwertformel

1 2m )
u(z) = 27r/0 u(z 4 re?)dd.

Beweis: Aus der Cauchy-Integralformel f(z) = 5- [, %dg‘ fiir holomorphe
Funktionen erhilt man durch die Parametrisierung ¢ = 2 + re’ des Randes
der Kreisscheibe die Formel

1 2

f(2) f(z+re?)ds.

Ist u harmonisch, also der Realteil einer solchen Funktion f, so folgt die Be-
hauptung durch Nehmen des Realteils auf beiden Seiten. 0

Proposition 7.4 (Maximumsprinzip) Ist die Funktion u harmonisch, V. C U ein
Gebiet und gilt u(xo) = sup u(x), so ist u = u(xg) auf V.
eV
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Beweis: Holomorphe Funktionen sind konstant oder offen. Dies gilt auch fiir
deren Realteile, also nach obiger Bemerkung fiir alle harmonischen Funktio-
nen. Die Offenheit von u(V) fiir nicht-konstantes u impliziert die Behauptung.

OJ

Das Dirichlet-Problem auf einem beschrankten Gebiet U sucht zu gegebener,
stetiger Funktion o : OU — R eine harmonische Funktion v : U — R, die sich
stetig auf den Rand fortsetzen ldsst und dort mit « tibereinstimmt. Fiir Gebie-
te U mit glattem Rand ist die Losung relativ einfach. Schliissel zur Losung ist
die Integration gegen den Poisson-Kern.

Definition 7.5 (Poisson-Kern) Der Poisson-Kern ist die Funktion

¢ — |22 C+z
P(z,{) = =>——- =Re .
BO="=p ~Rer—
Den Poisson-Kern findet man in der Literatur oft in Polarkoordinaten
R2 _ 7.2

i i®
Pre®, Re'™) = R2 — 2Rrcos(® — ) + 12’
Die Motivation, diesen Kern einzufiihren, ist die folgende Reproduktionsfor-
mel fiir holomorphe Funktionen. Sie dhnelt der Cauchy-Integralformel. Der
Cauchy-Kern, die Funktion i mit der f(¢) im Integrand multipliziert wird,
ist jedoch komplexwertig. Der Poisson-Kern hingegen ist reellwertig und bes-
ser geeignet fiir den Ubergang zum Realteil, zu einer harmonischen Funktion.

Sei U = A,(0) eine Kreisssscheibe vom Radius 7.

Lemma 7.6 Ist f holomorph auf U, so gilt fiir = € U

27
f@) = [ PEOFO% = L [ P ) fre®)dg.

2 oy ¢ 2r

Beweis: Wir betrachen f(z)/(r? — wz) als Funktion von z. Fiir w € U ist diese
auf U holomorph. Daher folgt aus der Cauchy-Integralformel

flz) _ 1 f(Q) d¢

2 —wz 27 Jopr2—wC(—z

fiir alle w, z € U.

Nun spezialisiert man auf w = z und beachtet, dass |¢|?> = 72. Nach Durch-
multiplizieren mit dem Nenner der linken Seite folgt die Behauptung. O

Der Realteil davon zeigt sofort folgende Verallgemeinerung von Propositi-

on[Z.3

Korollar 7.7 (Poissonsche Integralformel) Ist die Funktion u harmonisch auf der
Kreisscheibe U = A, (0), dann gilt

1
o

27
u(z) /0 P(z,me")u(re)de.
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Wir behandeln nun einen ersten Fall des Dirichlet-Problems.

Satz 7.8 (Dirichlet-Problem fiir Kreisscheiben) Zur einer gegebenen stetigen
Funktion o : OU — R ist

1

u(?)

" or

2
/ P(z,re'?)a(re?)dyp.
0
harmonisch und eine Losung des Dirichlet-Problems auf der Kreisscheibe U.

Beweis: Die Definition des Poissonkerns impliziert, dass u Realteil der offen-
sichtlich holomorphen Funktion

1 C+ =z
= — «
211 aUC—Z

f(2)

und somit harmonisch ist.

Es bleibt zu zeigen, dass obige Definition fiir u im Inneren von U und u(z) =
a(z) fiir z € QU stetig ist. Wir zeigen Stetigkeit bei a € OU und durch Drehen
aller beteiligten Funktion konnen wir a = r € R annehmen. Dann erhélt man
durch Anwenden der Poissonschen Integralformel

Wir zerlegen die rechte Seite in v; (z), das Integral von —¢ < 6 < ¢ und vy, das
Integral ¢ < 6 < 2m— . Wegen Stetigkeit der Integranden ist fiir ¢ klein genug
|v1(2)| < /2. Wéhle § so klein, dass die abgeschlossene Kreisscheibe As(a)
um a und das restliche Kreissegment K = {z = ae? <0< 21 — p} disjunkt
sind. Sei d der Abstand von As(a) und K. Dann gilt fiir z € As(a) N A,(0) und
(e K:

_ a1 _2r

2r
=L <2 (g = |2]) < Sz —al.
P(:0) = =0 < el =) < il —al
Damit ist |va(2)] < 2Z2M - |z — al, wobei M = max{|a({) — a(a)| : ¢ € 0A,(0)},
und folglich ist |va(z)| kleiner als £/, falls ¢ klein genug gewahlt ist. O

Wir erweitern nun den Begriff harmonisch von Gebieten in C zu Riemann-
schen Flachen. Folgende Definition ist gerechtfertigt aufgrund von Lemma
und da die Ubergangsfunktionen auf Riemannschen Fliachen holomorph sind.

Definition 7.9 (harmonische Funktionen auf Riemannschen Flichen) Sei X
eine Riemannsche Fliche. Eine Funktion w : X — R heif§t harmonisch, falls fiir
einen (und damit fiir jeden) Atlas (U, g;), der X iiberdeckt, jede der Abbildungen
U o 9;1 harmonisch ist.

Das Dirichlet-Problem ldsst sich nun fiir jedes Gebiet in einer Riemannschen
Flache formulieren. Bei der Losung helfen subharmonische Funktionen, wel-
che sich flexibler verkleben lassen als harmonische.

Seite 75



Definition 7.10 (subharmonische Funktionen) Eine stetige Funktion v : X —
R heifit subharmonisch, falls fiir alle Gebiete U C X und alle harmonischen Funktio-
nen v : U — R die Funktion uw — v konstant oder ohne lokale Maxima ist.

Wir halten fest, dass offenbar harmonische Funktionen nach Proposition
subhamonisch sind. Ausserdem ist die Summe (und auch das Maximum)
zweier subharmonischer Funktionen wieder subharmonisch. Auch subharmo-
nische Funktionen kann man durch ein sub-Maximumsprinzip wie folgt cha-
rakterisieren.

Proposition 7.11 Fiir eine stetige Funktion u : X — R sind dquivalent:
i) w ist subharmonisch
ii) Fiir alle Karten g : U — C, deren Bild eine Kreisscheibe A, (0) enthilt, gilt
u < up,, auf A, (0), wobei u A, die Losung des Dirichletproblems auf A,.(0)
mit Randfunktion wo g~ (o) ist.
iii) Fiir alle Karten g : U — C, deren Bild eine Kreisscheibe A,.(0) enthilt, gilt
uog 1(0) < faAr wog L.

Aus der Eigenschaft iii) folgt, dass auch subharmonische Funktionen dem
Maximumsprinzip gentigen.
Beweis: Wir zeigen der Reihe nach folgende Implikationen
i) = ii) Die Funktion u o g~! — ua,, ist Null auf 9A,(0), subharmonisch
auf U, also dort konstant oder ochne Maximum. Da sie am Rand von U
gleich null ist, muss in jedem der zwei Félle u — ua,, < 0auf U gelten.
ii) = iii) Nach Voraussetzung in ii) und aufgrund von Proposition[7.3]ist

(wo g 1)(0) < ua,, (0) = / ua,, = / wog .
OA, O0A,

iii) = i) Sei v eine beliebige harmonische Funktion auf U, fiir u gelte iii)
und u — v habe ein Maximum M auf einer offenen Menge U. Die Menge
U = {x € U : u(x) — v(zr) = M} ist nicht leer und abgeschlossen. Es
bleibt zu zeigen, dass sie offen ist. Fiir z € Uy und ¢ klein genug, sodass
Aq(x) CU,gilt

M = (u—v)() < / (u—v) < M,

A (z)

da v harmonisch ist und aufgrund von iii) angewandt auf die Karte
9lA.(z)- Also ist u — v = M auf der gesamten Umgebung A.(x) von
und U); damit offen.

O

Wir nennen die Karten der Riemannschen Flache, deren Bild wie in der vor-
angehenden Proposition eine Kreisscheibe ist, auch kurz Kreisscheibenkarten.

Die folgende Aussage gibt eine Technik zur Konstruktion von harmonischen
Funktionen aus subharmonischen Funktionen.
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Proposition 7.12 (Perron-Argument) Sei F # () eine Familie von subharmoni-
schen Funktionen auf der Riemannschen Fliche X mit folgenden Eigenschaften:
i) Fiir alle Kreisscheibenkarten g : U — A und u € F ist auch up, € F.
ii) Zu je zwei Funktionen u,v € F gibt es eine Funktion w € F mit w >
max(u, v).
Ist u* = sup r w auf ganz X endlich, so ist u* harmonisch.

Beweis: "Endlich” und "harmonisch’ sind lokale Eigenschaften, also gentigt es,
eine Karte g : U — A C C der Riemannschen Fliche X zu analysieren. Sei
also F so, dass u* endlich ist, sei 9o € U. Wir wéahlen eine Folge u, € F
mit u*(xp) = limu,(x¢). Wir basteln aus u,, zuerst u,, = max u; und dann

i<n

Un = (Un)a, und definieren & = limu,,. Aufgrund von i) und ii) haben wir
dabei das Maximum in z( nicht verdndert, d.h. es ist u(z9) = u*(xp). Der
Satz zeigt, dass u,, eine wachsende Folge harmonischer Funktionen ist, die
auf ganz U gegen ein endliche Funktion konvergiert. Aus der Integraldarstel-
lung in Satz [7.8) folgt, dass auch @ = lim u,, harmonisch ist. (Dieser Schluss
wird auch Harnack-Prinzip genannt).

Es bleibt zu zeigen, dass u = u* ist, was wir im Moment nur in x( wissen.
Ist € U ein anderer Punkt, so schreiben wir v*(z) = lim v, (x). Wieder kon-
nen wir ohne Einschriankung v, € F wachsend und harmonisch annehmen.
Wir kénnen weiterhin v,, durch max(vy,, u,) ersetzen, anders gesagt ohne Ein-
schrankung v, > u,. Sei nun v = lim v, Folglich ist u < v < u*. Alsoistu — v
harmonisch, nicht-positiv und Null bei xy, also identisch Null nach dem Ma-
ximumsprinzip. Daraus folgt u(z) = v(z) = u*(x), was zu zeigen war. O

Zu U C X offen und einer stetigen und beschrankten Funktion

a:0U — R

findet man leicht eine Familie, die den Voraussetzungen dieser Proposition
geniigt, ndmlich

Fo={u:U—R stetig , u < sup a, u subharmonisch auf U und u < aauf oU }.
oU

(7.1)
Sei uq = sup,cx, u die harmonische Funktion zu 7, aus der Proposition[7.12]
Um diese als Losung des Dirichlet-Problems allgemein zu verwenden bleibt
zu untersuchen, ob sich u,, stetig auf den Rand 0U fortsetzen ldsst.

Definition 7.13 Ein Randpunkt xo € OU heifit regular, falls es eine Barrieren-
funktion in xq gibt, d.h. eine Umgebung V von xq und eine Funktion 5 : V — R,
die stetig auf V- N U ist, subharmonisch auf V N U, die Null in xq ist und die negativ
auf VN U\{xo} ist.

Sei beispielsweise X C Cund U C X eine offene Menge mit Randpunkt

xo = 0.Ist Rg € X\U, so ist xg regulér, denn (in Polarkoordinaten z = re')

B(z) = —r'/? cos(6/2) = — Re(v/)
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hat auf V' = A.(0) die verlangten Eigenschaften, die die Winkel 6, bei denen
cos(6/2) verschwindet liegen auf der negativen rellen Achse, also ausserhalb
von U.

Allgemeiner kann man zeigen, dass ein Randpunkt regular
ist, wenn es einen unendlich oft differenzierbaren Weg im Kom-
plement von U gibt, der an an diesem Randpunkt endet.

Irreguldre Punkte sind also ,,Spitzen, die nach innen zeigen”,
wie in nebenstehender Abbildung dargestellt.

Wir passen nun die oberen und unteren Schranken einer Bar-
rierefunktion so an, wie wir sie im Beweis von Satz[7.15|benoti-

gen.

Lemma 7.14 Seien x ein requlirer Randpunkt von U und V wie in der Definiti-
on|[7.13] Zu vorgegebenen reellen Konstanten m und C mit m < C gibt es eine stetige
Funktion v : U — R, die subharmonisch auf U ist, die beschriinkt durch C auf U ist,
und sodass v(z¢) = C und v=mauf U \ V gelten.

Beweis: Sei  eine Barrierenfunktion, welche negativ auf dem Kompaktum
0V NU ist. Durch Reskalieren kann man 3 < m —c auf 9V NU erreichen. Dann
leistet
Yy { max(m,3+c) auf UNV
m auf U\V

das Verlangte, da am Rand von V' das Maximum durch m angenommen wird
und v somit stetig ist. O

Satz 7.15 (Dirichlet-Problem auf U mit regulirem Rand) Sei o : OU — R ei-
ne vorgegebene stetiger Randfunktion und w,, die harmonische Funktion auf U, die
mittels F, aus und dem Perron-Arqument konstruiert wurde.

Ist der Randpunkt xo requlir, so ist limy_,5, ua(z) = a(xo). Insbesondere ist wu,,
auf U stetig, falls jeder Punkt von OU regquliir ist.

Beweis: Seien k£ < K Schranken fiir o, d.h. £ < «a(z) < K fir alle z € 0U.
Zu ¢ > 0 und einem reguldren Randpunkt 2y € OU wéhlen wir eine Um-
gebung von V' von z so klein, dass es eine Barrierenfunktion auf V' gibt und
sodass zudem |a(zo) — a(a)| < € furalle x € V N U ist.

Das Lemma angewandt auf m = k — e und C = «(zg) — ¢ gibt eine
Funktion v € F, und folglich ist

liminf wuq(z) > v(zo) = a(zg) — €.
zeU, z—xo
Das Lemma angewandt auf m = —K und C = —a(xo) liefert eine
subharmonische Funktion w. Fiir u € F,, beliebig gilt auf OU N V' nach Defini-
tion u(z) < a(x) < a(xg) + €. Also gilt u, + w < ¢ am Rand und nach dem
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Maximumsprinzip fiir subharmonische Funktionen auf ganz U N V. Wie in
Lemma(7.14bemerkt, gilt w < —K auf dem ganzen Rand von U und somit gilt
dort die Abschitzung v +w < K — K = 0 < . Nach dem Maximumsprinzip
gilt dies auch im Inneren. Folglich ist fiir alle z € U

() <e—w(x) < alxg) +e.

Beide Abschidtzungen zusammen ergeben die Behauptung indem man € gegen
Null gehen l&sst. O

7.2 Greensche Funktionen

Definition 7.16 Eine Riemannsche Fliche X heifst reich, falls es auf X eine nicht-
konstante, beschrinkte subharmonische Funktion gibt. Andernfalls heifit X arm.

Reiche Flachen werden manchmal auch hyperbolisch genannt. Wir vermei-
den diesen Begriff, da er auch mit anderer Bedeutung verwendet wird.

Lemma 7.17 Sei X reich, U C X ein Gebiet mit regulirem Rand, dessen Kom-
plement K = X\U nichtleer und kompakt ist. Dann gibt es eine stetige Funktion
w: U — Rmitw=1auf U, w harmonisch und 0 < w < 1 auf U.

Beweis: Sei v = —u mit u aus der Definition Durch Addition einer Kon-
stanten konnen wir ming v = 1 erreichen. Es gibt einen Punkt € U mit
v(z) < 1, da u kein Maximum auf X annimmt und somit v kein Minimum auf
X annimmt. Wenn wir v; := min(1,v) setzen, dann ist —v; eine subharmoni-
sche Funktion und v, ist identisch gleich Eins auf K. Wir setzen

F = {v: U — R stetig, subharmonisch und v < vy auf U}.

Wir wollen das Perron-Argument auf F anwenden. Die Eigenschaft ii) ist
offensichtlich erfiillt. Zum Nachpriifen von i) sei g : W — A eine Kreisschei-
benkarte und v € F. Wir wollen zeigen, dass auch v, € F ist. Auf OW gilt
UA g V1= v—v1 < 0unddava s U1 subharmonisch ist, gilt die Ungleichung
auf ganz U, was die Behauptung zeigt.

Sei also w = supgc 7 v. Wir wollen zeigen, dass sie die gewiinschten Eigen-
schaften hat. Sei U eine endliche Vereinigung von Kreisscheibenkarten, die K
{iberdecken. Dann ist K C U & X und U und somit aufgrund der Vorausset-
zung auch U \ K hat reguliren Rand. Sei 7 eine Lésung des Dirichlet-Problems
auf U \ K mit den Randwerten 1 auf K und 0 auf dU. Diese setzen wir mit
Null auf U \ U fort und Dann ist © — v; subharmonisch, < 0 auf X \(7 , also
auch < 0 auf U nach dem Maximumsprinzip. Also ist 7 € F und folglich
i)\ S w S V1.

Damitist 0 < w < 1 auf U und ist w = 1 auf K. Da w(z) < 1 im speziellen
Punkt z ist, kann w nicht konstant sein und daher ist 0 < w < 1 auf U, da w
weder Minimum noch Maximum auf U annimmt. O
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Definition 7.18 (Greensche Funktion) Eine Greensche Funktion auf X im
Punkt x ist eine positive harmonische Funktion u, : X\{x} — Rsq, sodass
uz(z) + log |z| harmonisch in einer Umgebung von x ist und sodass u, < u gilt fiir
jede positive harmonische Funktion u : X\{x} — R, die auch die Eigenschaft hat,
dass u(z) + log | z| harmonisch in einer Umgebung von x ist.

Dabei ist log |z| beztiglich einer Karte g : U(z) — C mit g(z) = 0 definiert.

Ubungen: Die Eigenschaft, dass g(z) + log |z| harmonisch ist, hiangt nicht
von der Kartenwahl bei x ab. Die Minimalitdt macht die Greensche Funktion
im Punkt x eindeutig, falls sie existiert.

Satz 7.19 Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent:
i) Die Riemannsche Fliche X ist reich.

ii) Es gibt einen Punkt x € X, sodass es eine Green'sche Funktion w, in x gibt.
iii) Zu jedem Punkt x € X gibt es eine Green’sche Funktion u,.

Beweis: Sei u, die Greensche Funktion im Punkt z. Sei m > 0 und
u = —min(m,ug). Die Funktion w ist subharmonisch auf X, denn in ei-
ner Umgebung von z ist v = —m und in allen anderen Punkten ist u endlich
und harmonisch. Die Minimalitét von u, impliziert, dass u, — % nicht {iberall
positiv ist. Also ist u mancherorts grrofier als —m/2, auf jeden Fall nicht
konstant.

Sei umgekehrt x € X beliebig und g : U — C eine Karte mit g(z) = 0. Sei

F ={v:X — RU oo, subharmonisch und > 0 auf X\{z}, mit kompaktem
Trager, vo g '(z)+ log|z| ist subharomonisch auf |z| < 1}.

Wir priifen die Voraussetzungen fiir das Perron-Lemma:
Die Menge F ist nicht leer, denn die Funktion v(z) = —log || auf |2| < 1 und
v = 0 aulerhalb von |z| < 1 liegt in F. Die Maxima zweier Funktionen aus F
und die Funktionen va, zu v € F liegen offenbar auch in 7 und damit ist i)
und ii) erfillt.
Weiterhin ist zu zeigen, dass v* := sup,c 7 v auf X\{z} endlich ist. Dazu ver-
wenden wir, dass X reich ist in Form der Funktionen aus Lemma ange-
wandt auf K, = {|z| <r} mit0 < r < 1 und U, = X \ K,. Wir bezeichnen die
so erhaltene Funktion mit w,. Zuv € F seiv, := max| ;|—, v(z). Wir behaupten,
dass

vp(2) - wr(2) —v(z) > 0 auferhalb von K,;

Die Aussage ist offenbar richtig auf 0K, und am Rand des Trégers von v. Da
die linke Seite das Negative einer subharmonischen Funktion ist, trifft die Aus-
sage iiberall aufserhalb von K, zu. Aus dieser Gleichung und der Subharmo-
nizitdt von v + log |z| folgt

vp+logr <wv; <wv.-A\ mit A\, = |m|awa(z).
zl=1
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Folglich ist

logr
<
vE) =

und mit dem gleichen Schluf} wie oben gilt dies aufgrund des kompakten Tra-

auf |z|=r

gers auch fiir |z| > r. Mit dieser universellen Schranke ist auch das Supremum
aller solchen u beschrankt.

Es bleibt zu zeigen, dass die so konstruierte Funktion v* die Greensche Funk-
tion im Punkt x ist. Nach obiger Abschédtzung ist

log r
Ar—1

v(z) +log(z) < +log(r) auf |z|=r,
also ist die auf X\{z} harmonische Funktion v*(z) + log |z| in einer Umge-
bung von z beschrédnkt, also harmonisch wie man mit Hilfe der Darstellung
von harmonischen Funktionen als Realteil holomorpher Funktionen und dem
Riemannschen Fortsetzungssatz leicht sieht. Weiter ist «* > 0 nach Definition
von F und v* > —log|z|, da —log|z| € F, also ist v* > 0.

Bleibt also die Minimalitidt zu zeigen. Ist u ein weiterer Kandidat und v € F,
soist u — v > 0 auSerhalb von supp v und, da v — & subharmonisch ist, auch
in supp v. Daraus folgt u > sup,crv = u*. O

7.3 Der Existenzsatz flir Abbildungen

Mit diesen Vorbereitungen konnen wir nun die zentralen Sitze formulieren
und beweisen. Der Existenzsatz fiir Abbildungen ist uns bereits als Satz
begegnet. Der Beweis hier verwendet keine der Methoden aus Abschnitt
insbesondere weder Garbenkohomologie noch den Endlichkeitssatz

Der folgende Satz ist der Schliissel sowohl zum Existenzsatz, also auch zum
Beweis des Satzes von Riemann-Roch weiter unten.

Satz 7.20 Sei X arm, x € U C X und f : U\{z} — C holomorph. Dann gibt es
genau eine Funktion u : X\{z} — R, die harmonisch ist, die im Komplement jeder
Umgebung von x beschriinkt ist und sodass w — Re(f) harmonisch auf U und Null
in x ist.

Mit Hilfe dieses Satzes beweisen wir nun den Existenzsatz im armen und
reichen Fall simultan.

Satz 7.21 Sei X eine Riemannsche Fliche und x1 # x9 Punkte auf X. Dann gibt es
eine holomorphe Funktion f : X — P& mit f(z1) = 0 und f(x2) = oo.

Beweis von Satz Ist X reich, so sei u; die Greensche Funktion im
Punkt z;. Ist X arm, so sei g; : U; -» A C C eine Kreisscheibenkarte einer
Umgebung von z;. Wir wenden den Satz auf U; und f; = % o g; an, um
eine harmonische Funktion u; zu erhalten.
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Wir schreiben u, und v, fiir die partiellen Ableitungen einer Funktion C — R.
Sei nun .
_ Uzp — U2y

Ulx — iul,x

Auflerhalb von x; und z3 sind Zdhler und Nenner holomorph, da u; und us
harmonisch sind und die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen erfiillt
sind. Wir untersuchen eine Umgebung von z;. Dort ist der ug, — fug, # 0
und uy , — iuy, verhlt sich bis auf eine beschrankte Funktion wie (%)l = —Z%
im armen Fall und log(z)’ = 1 im reichen Fall. Der Kehrwert hiervon geht fiir
x — x7 also gegen Null. Folglich 148t sich f stetig - und nach dem Riemann-
schen Hebbarkeitssatz holomorph - nach 0 mit f(x;) = 0 fortsetzen. Analoges
gilt mit f(x2) = oco.

O

Fiir Satz fithren wir zunéchst folgenden Begriff ein.

Definition 7.22 (Hodge-Stern) Ist w = adx + Bdy eine Differentialform, so setzen
wir “w = —fBdx + ady.

Dieser Operator hat im Kontext von harmonischen Funktionen seine Berech-
tigung, da Au = d *du gilt. Daraus leiten wir einen einfache Integralformel ab.

Lemma 7.23 Sind u,v : U — R zweimal stetig differenzierbare Funktionen und
U C X relative kompakt und mit stiickweise C* -Rand, so gilt

/ u*dv—v*du—//uAv—vAu.
oD U

Beweis: Setze w = u "dv — v *du. Dann folgt die Behauptung aus dem Satz von
Stokes und der oben genannten Faktorisierung des Laplace-Operators. O

Lemma 7.24 Sei X eine arme Riemannsche Fliche, sei U C X eine offen Menge mit
Kreisscheibenkarte g : U — A(1,0) C Cund fiirr < 1seiu: X\ g ' ({|]z] <r}) =
R harmonisch und beschrinkt. Dann ist [, *du = 0.

Der Satz von Stokes und Au = dd*u = 0 geniigen als Beweis nicht, da X\U
nicht notwendig relativ kompakt ist.

Beweis: Die Addition einer Konstanten erlaubt 0 < u < M anzunehmen. Sei D
die Menge aller Gebiete U mit U relative kompakt in U und U relative kompakt
in X und sodass U analytischen Rand hat. Zu U € D sei

0 auf AU
B u auf |z|=r
Yo = Losung des Dirichlet-Problems auf U N {|z| > r}
0 auf X\U
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Nach dem Perron-Argument ist u* = sup; ., u;; harmonisch auf |z| > 7. Wei-
terhinist 0 < u — u* < M auf {|z| > r} und v — u* = 0 auf |z| = r. Wir wollen
zeigen, dass v — u* auf |z| > r sogar identisch verschwindet. Zu gegebenem
0 <e< M sei

" max(u —u*,e) — M auf |z|>r
Tl e-M auf |z| <.

Diese Funktion ist subharmonisch und u. < 0 auf ganz X. Da X arm ist,
muss u. konstant sein. Also ist u — u* < ¢ auf |z| > r. Da ¢ beliebig ist, folgt
die Zwischenbehauptung. Wir wenden die gleiche Argumentkette auf D und
auf vy, definiert als die Losung des Dirichlet-Problems mit v;; = 1 auf |z| = 1
und sonst wie oben an. Damit erhalten wir, dass v* = supy vy harmonisch
istund v* = 1 auf |z| > 7.

Wir schreiben v = lim u; und v = lim v; mit u; = ug, und v; = vy, - Dabei kon-
nen wir in der Tat die gleichen Gebiete U; fiir beide Folgen ohne Einschran-
kung wihlen, da fiir U; C V; € D gilt: vy, < vy, Dazu erinnern wir uns an
die Losung des Dirichlet-Problems als Supremum {iiber Funktionen in einer
Familie und diese Funktionsfamilien sind fiir Uj C VJ ineinander enthalten.
Die Konvergenz der Ndherungen fiir « und v ist gleichméafig auf jedem Kom-
paktum aufgrund der Integraldarstellung fiir harmonische Funktionen.

Da u; = v; = 0 auf dem Rand von U}, folgt

/ *du = lim [ v; *duj —u; *dv; = — lim vj *duj — u; *dv.
Jj—oo Jj—00
ou ou a(U;\U)
Da u; und v; harmonisch sind, verschwindet dieses Integral nach dem Korol-
lar zur Stokes Formel. O

Beweis des Satzes Zum Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an,
dass u; und us zwei solche Funktionen sind. Dann ist u; — us beschriankt auf
ganz X und Null in 2. Da X arm ist, muss u; = us sein.

Zum Beweis der Existenz losen wir zunidchst das Dirichlet-Problem zu
Re(f) auf einer Karte bei x. Genauer sei z eine Karte bei = mit {|z| < 2} C U.
Fir 0 < p < 1 sei u, die Losung des Dirichlet-Problems auf |z| > p mit
u, = Re(f) auf |z| = p.

Untenstehendes Lemma besagt, dass fiir relativ kleine Radien 0 < p < r < %

die Maxima der u, auflerhalb von A, unabhéngig von p beschrankt sind. Wir

wiéhlen also r; < 1/20 und unter den u, mit p < 7 eine Teilfolge u; die auf

{r1 < |z| < 1} gleichm&Big konvergiert.
T1

Wir definieren r, = 71 und wiéhlen aus u; sukzessive Teilfolgen u

(n)
j .

auf {r, < |z| < 1} gleichméfiig konvergieren. Die Diagonalfolge u§~] ) konver-

giert gleichmaflig auf jedem Kompaktum, das x nicht enthélt, denn nach dem

Maximumsprinzip setzt sich diese Eigenschaft auch auflerhalb von {|z| < 1}

aus, die
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fort. Sei v = lim ui Diese Funktion ist harmonisch und auf dem Komplement
jeder Umgebung von x beschriankt. Es bleibt noch zu zeigen, dass u — Re(f)
sich durch Null zu einer harmonischen Funktion in x fortsetzen 14f3t. O

Lemma 7.25 Sei 0 < r < 1/20. Dann gibt es c(r), sodass fiir alle p < r gilt:

max |u,(2)| < ¢(r).
|z|>r

Beweis: Es geniigt nach dem Maximumsprinzip das Maximum bei |z| = r
abzuschatzen. Fiir jedes |zo| € (p, 2) ist nach dem Vorbereitungslemma

/ *du, =0,
|z|=20

z

Fo(z) =up(z) +1- /dup

20

also fiir zp mit p < |z0| < 2ist

wohldefiniert, da wegunabhédngig, analytisch, wie man mit den Cauchy-
Riemann-Differentialgleichungen leicht nachpriift. Eine analytische Funkti-
on auf einem Kreisring hat eine Laurent-Entwicklung im Nullpunkt, also

Fo—f=> ¢p-2" dh
nez

(u, — Re f)(te?) = Z(an cosnb + By, sinnb)t",

nez

wobei die o, = Re(c,) und 3, = Im(c;,) nicht von p abhdngen.
Durch Integration dieser Fourier-Reihe gegen cos k6 bzw. gegen sin k6 erhilt
man die oy, bzw. By, d.h. fiir t € (p, 2) gilt,

2w

1 A
= /(up — Re f)(te) cos k0dO = ayt + a_pt™*

2

1 /(up — Re f)(te?) sin k0do = Bit* + p_t7*.
77
0

Aust = pfolgt a_i = p~*ay, und aus t = 1 folgt
ol (1= p™) <2M,  und |81 = p*) < 2M,,
wobei

M, = max |u,| + max | Re f|.
|z|=1 |z]=1
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Folglich erreichen wir fiir p < 1/2 die Abschatzung

o
max |u,(z)| < maxRe f +4M, E (™ 4 p2rp)
T

|z >r |z|= =0
27
<maxRe f +4M,——.
|z|=1 1—r

Wir miissen noch eine Schranke fiir M, unabhédngig von p, nur abhédngig von
r finden. Da u, harmonisch ist, folgt mit » < 1/20

1
max |u,| < max | Re f| —1—8]\4,)L < max | Re f| + M,
|z[=1 |z|=r L—r " fzl=r 2
also )
=M, < max|Re f| + max|Re f|.
2 |z|=r |z|=1
O

Beweis des Satzes letzter Teil: Wir betrachten die Fourierentwicklung
des Realteils von F, — f. Sei diese

(u — Re f)(te?) = Z(au cosnb + by, sinnh)t".

n=1

Mit o, (p) und By (p), wie im Lemma zu u,, definiert, gilt

an = }}i_lgg)an(p) <4- (gl‘gdm + gl‘gc\Reﬂ) =C

und die gleiche Abschédtzung fiir b,,. Also folgt
[(u—Re f)(te?)] < 3 200" = 20— — 0 fiir t 0.
ot 1-t¢

Die Fortsetzbarkeit der harmonischen Funktion folgt nun aus dem Riemann-
schen Fortsetzungssatz und Lemma O

7.4 Der Uniformisierungssatz

Ziel dieses Abschnittes ist es zu =zeigen, dass bis auf Biholomor-
phie A, C und P{. die einzigen einfach zusammenhéngenden Riemannschen
Flachen sind.

Satz 7.26 Ist X eine reiche, einfach zusammenhingende Riemannsche Fliche, so
ist X isomorph zur Einheitskreisscheibe A.
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Beweis: Sei € X und g, die Greensche Funktion bei z. Zunichst zeigen wir,
dass g, = —log|f,| fiir eine holomorphe Funktion f, : X — PL ist. Da X
einfach zusammenhéngend ist, miissen wir dies nur lokal zeigen. Auflerhalb
von z ist g, harmonisch, also gibt es eine Funktion fx, sodass

o = Re(ﬁg) = Re(log exp(]?;c)) = % <log(exp(]§;)) + logM)
— L og [exp(£)2 = ~log |exp(~ 7).

Im Punkt z selbst ist g,, 4+ log |z| harmonisch, also gibt es eine Funktion fur
sodass wie in der vorigen Rechnung

92(2) +log 2| = —log| exp(—fu(2))|
gilt. Also leistet f, = exp(—f.(2))/z das Verlangte. Da g, > 0ist |f;| < 1, also
ist f, eine Abbildung in die Einheitskreisscheibe.

Zur Injektivitit von f,: Seien x und y fest und sei

_ faoly) = fal2)
L— fu(y) fe(2)

Dies ist holomorph in z, ¢(y) = 0 und |¢| < 1, denn

¢(2)

‘Nenner|2 - |Z'ahler|2 = ’1 - fx(y)fm(Z)P - ’fx(y) - fa:(z)|2
(1= [ = f2(2)]%) > 0.
Sei n = ordy ¢. Dann ist u = — 1 log |¢| harmonisch und positiv. Wir verglei-

chen v mit der Greenschen Funktion u, bei y. Sei ( Koordinate einer Kreis-
scheibenkarte um y. Da ¢({) = (" - P({) mit einer Potenzreihe P({) mit
P(0) # 0ist, ist u + log |¢| harmonisch in der Nihe von y.

Aufgrund der Minimalitit der Greenschen Funktion ist v > u,. Sei analog zu
oben u, = —log]|f,|. Dann gilt

1£,(2)] = 18(2)]" > |(2)).

Fur z = z folgt |fz(y)| < |fy(z)| und durch Rollentausch von y und x
in obigem Argument folgt Gleichheit. Also ist die holomorphe Funktion
h(z) = ¢(z)/ fy(z) im Betrag durch 1 beschrankt und |h(x)| = 1. Folglich ist h
konstant. Die Funktion f,(z) ist nur in z = y Null, also auch ¢ = h - f,,.

Zur Surjektivitit von f,: Angenommen es gibt a? € A\ f,(X). Notwendiger-
weise ist a # 0, da f.(z) = 0. Also ist ha(2) = (2 — a®)/(1 — a~2z) holomorph
und ohne Nullstelle auf f,(X). Nach obiger Injektivitat ist f,(X) = X, also
insbesondere einfach zusammenhangend. Also hat h2(2) eine Quadratwurzel
h(z) mit h(0) =i - a. Sei

F = (h—ia)/(1+iah) : f(X) — C.
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Ziel ist es zu zeigen, dass —log|F o f,| alle Eigenschaften einer Greenschen
Funktion in z hat, von der Minimalitit abgesehen. Daraus erhalten wir dann

—log|F o fi| > g» = —log | fz|.

Also folgt | F(z)| < |z| in der Ndhe von Null, was |F’(0)| > 1 widerspricht.
Mit Hilfe der Kettenregel und #/(0) = (h?& berechnet man F/(0) = IZLZP,
insbesondere folgt |F(0)| > 1.

Die Funktion h? ist von der selben Termkomposition wie ¢. Obiger Beweis
zeigt also, dass |h?(z)| < 1 und folglich |F(z)| < 1 ist.

Es ist noch zu zeigen, dass F' nur bei z = 0 eine Nullstelle hat. Offenbar ist
F(0) = 0. Umgekehrt, falls F'(z) = 0, d.h. falls h = ia, so ist

2

9 o zZ—a
M) =0 = oy

woraus unmittelbar z = 0 folgt. Da f, nach dem ersten Teil injektiv ist, folgt

dass F o f, nur bei z = 0 eine Nullstelle hat. O

Der gleiche Quadratwurzeltrick zeigt auch:

Korollar 7.27 Ein einfach zusammenhiingendes Gebiet X in P{ ist isomorph
zu C, zu PL oder zu A.

Beweis: Falls X 2 IP’}C und X 2 C, so ist ohne Einschriankung 0,00 ¢ X. Also
gibt es eine holomorphe Funktion f : X — C mit f?(z) = z. Die Funktion f
nimmt niemals die Werte y und —y beide an. Da Bild(f) offen ist, also eine
Kreisscheibe enthilt, gibt es auch eine Kreisscheibe A, (zg), die zum Bild( f)
disjunkt ist. Also ist

1
f(z) =2
holomorph und beschrénkt auf X. Folglich ist X reich und der vorige Satz
anwendbar. O

h(z) =

Satz 7.28 Eine kompakte, einfach zusammenhingende Riemannsche Fliche ist iso-
morph zu Pk. Eine arme, nicht-kompakte, einfach zusammenhiingende Riemannsche
Fliiche ist isomorph zu C.

Wir sagen, dass eine holomorphe Funktion f : X — P{ zulissig bei z € X
ist, falls sie einen einfachen Pol bei = hat und aufierhalb jeder Umgebung von x
beschrankt ist. Als Vorbereitung zeigen wir der Reihe nach

Lemma 7.29 1.) Zu jedem Punkt x € X gibt es zuliissige Funktionen. Je zwei zu-
liissige Funktionen bei x gehen durch Postkomposition mit einer Mobiustrans-
formation ineinander iiber.
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2.) Eine zulissige Funktion in x und eine zulissige Funktion in y gehen durch
Postkomposition mit einer Mobiustransformation ineinander iiber.
3.) Zulissige Funktionen sind injektiv.

Beweis des Satzes Sei f : X — P{. zuldssig. Falls X kompakt ist, so ist
das Bild offen und kompakt, also ganz P{.. Aus Lemma 3) folgt die Iso-
morphie.

Falls X nicht kompakt ist, so ist f nicht surjektiv. Nach Postkomposition mit
einer Mobiustransformation ist also f(X) C C. Ware diese Inkusion echt, so
wire X reich nach Korollar Mit Lemma [7.29}3) folgt, dass f ein Isomor-
phismus von X nach Cist. O

Das Argument von Beweis von Lemma [7.29}1) ist analog zu Satz We-
gen der Zusatzaussage iiber Mobiustransformation fithren wir es noch einmal
aus.

Beweis von Lemma [7.29}1): Wie in Satz[7.20|sei U = {|z| < 1} eine Kreisschei-
benkarte um X, sei u : X\{z} — R harmonisch, u — Re(1) harmonisch auf U
und Null bei x. Schreibe u = Re f mit f holomorph. Da X einfach zusammen-
hangend ist, konnen wir dieses f global wiahlen. Es ist zunédchst zu zeigen, dass
der Imaginarteil von f auch beschrankt auflerhalb jeder Umgebung von z ist.
Waihle dazu u wieder wie in Satz nun aber sodass u — Re(%) harmonisch
bei x ist. Ist fholomorph so gewdhlt, dass u = Re f, dann ist der Realteil von f
offenbar beschrankt aufSerhalb jeder Umgebung von U. Es ist also ]7 =if zu
zeigen.

Eine holomorphe Funktion in einer Umgebung von z mit einfachem Pol bei x

ist injektiv in einer Umgebung von X, denn falls f = % +ag+agz+...,s0ist

-1
f(z1) = f(22) = (21 — 22)(— + h),
2129
wobei h in einer Umgebung von = beschrankt ist. Also konnen wir durch
Verkleinern der Umgebung annehmen, dass f und f injektiv sind. Wahle
m > ma>1<(|u(z)| + |u(z)|) und z2 so nahe bei z, dass |u(xz2)] > 2m und
>

2>

|u(x2)| > 2m. Sei

1 - 1
gz) = ——— und gz) = =————.
) f(z) = f(x2) ) F(2) = f(a2)
Die Injektivitdt impliziert, dass ¢ und g holomorph auf U \ {z2} sind, bei-
de bei x5 einen einfachen Pol haben, und nach Wahl von m aufSerhalb von U
beschrankt sind, da gilt

|f(z) = f(z2)| = |u(z) —u(z2)| = m

und ebenso fir f Folglich ist eine Linearkombination ag + ag mit a,a € C
holomorph auf X und konstant, da X arm ist. Lost man ag + ag = const auf,
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so erhilt man f: ?}if mit o, 8,7,0 € C.Da f = % + O(z) und f: é +O(z)
folgt aus dieser Darstellung f =if.

Auflerdem konnen wir das Argument fiir eine beliebige andere Funktion an-
stelle von f wiederholen und erhalten somit die Aussage iiber die Existenz

einer Mobiustransformation zwischen zwei zuldssigen Funktionen bei . [

Beweis von Lemma 2): Sei ¥, die Menge bei denen die Aussage wahr
ist. z € ¥; nach Lemma 1. Die Menge ¥ ist offen, denn fiir x2 nahe bei
und f zuléssig bei x liefert das Argument von Lemma 1, dass

1
9 = = F )

zuldssig bei x5 ist. Angenommen ¥, C X, d.h. es gibt ein y € X \ X,. Mit
dem gleichen Argument ist ¥, offen, nicht-leer und disjunkt zu ¥, da die
Verkettung zweier Mobiusformationen wieder eine Mobiusformation ist. Das
widerspricht dem Zusammenhang von X. 0

Beweis von Lemma [7.29}3): Falls f(z1) = f(x2), sei g eine bei z; zuldssige
Funktion. Dann geht g auf f durch eine Mobiustransformation hervor nach
Lemma [7.29}2. Insbesondere hat g auch einen Pol bei zs. Falls 21 # x2, so
widerspricht dies der Definition von Zuldssigkeit bei x. O

7.5 Der Satz von Riemann-Roch

Der Zugang dieses Kapitels liefert uns eine weitere Art, den Satz von Riemann-
Roch zu beweisen, den wir mittels Garbenkohomologie und Serre-Dualitit als
Satz [6.6 bewiesen haben. Wir setzen in diesem Abschnitt lediglich die Grund-
begriffe iiber Divisoren aus den einleitenden Paragraphen von Abschnitt [6]
voraus. Zur logischen Unabhédngigkeit sei noch bemerkt, dass wir im Beweis
von Proposition statt auf den Existenzsatz zu veweisen, auch auch den
Existenzsatz verweisen konnen.

Satz 7.30 (Riemann-Roch) Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche vom Ge-
schlecht g. Sei w # 0 eine meromorphe Differentialform und K = div(w). Dann
gilt fiir jeden Divisor D auf X:

D) <400 und 4(D)—4U(K —D)=deg(D)+1—g.

Mit Hilfe dieses Satzes von Riemann-Roch gilt unverdndert der Beweis des
im folgenden immer wieder verwendeten Korollars dass der Vektorraum
der holomorphen Differentialformen auf einer kompakten Riemannschen Fla-
che vom Geschlecht g die Dimension g besitzt.

Beweis: Schritt 1a: Fiir jeden positiven Divisor D gilt /(D) > deg(D) + 1 — g.
Da X kompakt ist, konnen wir Satz anwenden. Dieser impliziert, dass
es zu gegebenem k; und z; € X eine harmonische Funktion gibt, die bei z;
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wie Re(1/ zfj) wdchst, wobei z; eine Koordinate bei z; ist. Gleiches gilt fiir
Im(1/ zfj ). Wir schreiben den Divisor als D = >, ;nj[z;] und es sei H der
Vektorraum der harmonischen Funktion auf X\ |, ; z; mit Wachstum hochs-
tens der Ordnung n; bei x;. Dann ist

dimp H > 2(> n; +1).
jeJ
Wir untersuchen nun, welche Funktionen in H sich als Re(f) fiir f holomorph
schreiben lassen. Die Fundamentalgruppe 71 (X \ U;c;{z;}) ist erzeugt von

Schleifen v; um z; und den a;,b;,j7 = 1...g aus der kanonischen Zerschnei-
dung nach Satz W Wir zeigen, dass f%‘ *du fir allew € H und alle j € J

verschwindet. Fiir k; > 0 ist die Funktion v — Re(z;” %) harmonisch. Folglich
ist
du +i"du — zj_kj_l

- (—kj)dz;

holomorph, also ohne Residuum bei z;. Da —k; — 1 < —1 ist, beeinflufit der
letzte Term das Residuum nicht.

Also stellen wir nur die a; und b; Bedingungen, die u = Re f verhindern kénn-

ten, also hochstens 2¢ viele. Insgesamt ist

dimg(L(D)) > 2- (Zn] +1)—29g=2-(degD +1—g).
jeJ

Schritt 1b: Fiir jeden effektiven Divisor D gilt £(D) > degD + 1 — g.
Wir schreiben D =}, ui[zi| — 3 ¢y m;ly;] und es sei D = Y e Wilxi]. Sei
weiterhin ¢ : £(D) —s CX"™ die lineare Abbildung, die jeder Funktion die
Taylorentwicklungen an den Stellen y; bis zur Ordnung m; zuordnet. Dann ist
Ker(y) = £(D) und dim¢ £(D) > dime¢ £(D) — 3., m; > deg D+ 1 — g nach
Schritt 1a.

Schritt 2: Fiir alle x € X gilt ¢(D) < ¢(D + [z]) < {¢(D) + 1.
Die erste Ungleichung ist offensichtlich. Aufierdem hat fiir D = ) n(x) - [z]

reX
die Abbildung

L(D + [z]) — C
Py f=Yai 2 = ape)a
1EZL

den Ker L(D). Aus Schritt 2 folgt induktiv auch die erste Behauptung des
Satzes.

Schritt 3: Die Differenzen ¢(D + [z]) — ¢(D) und ¢(K — D) — {(K — D — [z])
sind nicht beide gleichzeitig eins.
Angenommen die Behauptung ist falsch und seien f; bzw. f, Funktionen in
den Differenzvektorraumen. Dann ist

div(f)) + D=~z +>_ n(y)-[y]
y#x
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div(fe) + K =D =Y m(y) - [y]
y#x

mitm > 0und n > 0.
Dann aber ist fi fow eine meromorphe Differentialform mit Divisor

div(f1) + div(fa) + div(w) = =z + > _(m(y) +n(y)) - [y].
yFT

Das aber widerspricht dem Residuensatz, denn die Summe der Residuen ist
dieser Differentialform ist —1.

Schritt 4: Wir betrachten die Differenzfunktion
(D) = U(D) — ((K — D) — deg(D).

Um eine untere Schranke fiir ¢(D) zu finden, konnen wir D ohne Einschran-
kung vergrolern, da ¢(D + [z]) > (D) nach Schritt 3 gilt. Sobald deg(D) >
2g — 2ist /(K — D) und dann ist nach Schritt 1b

(D) = 1— g furalle D € Div(X).
Mit dem gleichen Argument ist ¢)(K — D) > 1 — g, also
2 — 29 < (D) + (K — D) = —deg(K) = 2 — 2,

weswegen iiberall Gleichheit gelten muss. 0

8 Flache Flachen

In diesem Abschnitt geben wir die formale Definition der Art von Riemann-
schen Flachen, wie sie in der Motivation (1.2 der Einleitung und spéter im Bei-
spiel 2.8|fiir den Torus nochmal aufgetreten sind. Zunéchst betrachten wir ein
interessanteres Beispiel und definieren dann formal, was Entfaltung bedeutet.

8.1 Entfalten von Polygonen

Beispiel 8.1 Ein immer wieder niitzliches Beispiel in diesem Kontext ist die L-Fliiche,
wir skalieren sie mit den Schenkellingen a und b und Schenkelhdhen eins. Sie besteht
im Wesentlichen aus den drei Rechtecken X1, Xo und X3

Xi= {z=2+iyeC:2€(0,1),y€ (0,a—1)}
Xo= {2€C:2€(0,1),y € (0,1)}
Xs= {2€C:2€(0,b—1),ye (0,1)}

wie in Abbildung[8.1]

Seite 91



—]—

X
X9 X1 Xg
a
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C JC y
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Abbildung 8.1: Die L-Flache mit Schenkelldangen a und b

Dann verkleben wir linke und rechte Seiten durch horizontale Translationen und
obere und untere Seiten durch vertikale Translationen. Diesen offensichtlichen Vor-
gang formal korrekt zu beschreiben ist notationell etwas listig. Also definieren wir

X4= X¢={2€C:2€(0,1),y € (—¢,e)}
Xs= X;={z€C:z€(-¢e),yc(0,1)}
Xs {zeC:ze(0,b—1),y € (—¢,¢)}
Xg= {2z€C:z€(—¢,e),y€(0,a)}

und die zugehorigen Kartenwechselabbildungen wie in Abbildung angedeutet.
D.h. X ist verklebt mit X; und Xo vermoge

Uf ={z€C:2€(0,1),y€ (0,e)} undU; ={2€C:2€ (0,1),y € (—¢,0)}

und den Verklebeabbildungen

{Ul+ — X {Ul+ — Xy
¥1: P2
z — Z z — Z

. Ul_ — X4 . Ul_ — X2
wL z _— Z vz z — 14z

Dabei bleibt wieder ,nur die Ecke frei”, d.h. wir nennen X* die Verklebung von
X1,...,Xq wie oben.
Wir wollen nun die ,Locher” der Riemannschen Fliche schlieflen, d.h. wir wol-

len X* mit Kreisscheiben vom Radius € (mit € < M) verkleben, sodass die
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Abbildung 8.2: Verkleben des Loches der L-Flache

entstehende Fliche kompakt ist. Dazu gibt es ein naheliegendes Prinzip: Wir stellen
uns gedanklich in den Ursprung von Xs, schauen zunichst in Richtung der reellen
Achse und drehen uns nach links. Sobald wir in Richtung der imaginiren Achse bli-
cken, konnen wir unseren Standpunkt auch nach (b—1,0) in X3 verlagern und sehen,
aufgrund der Verklebung mit X, denselben Ausschnitt der Fliche wie vorher. Nun
drehen wir uns weiter nach links. Diesem Prinzip folgend verkleben wir X, = A,
und X* wie folgt.
Seien Vi, = {z € Ac rarg(z) € [(k—1)E, k] } fiirk € {1,...,12},

wo: Vi —> A, die Inklusion und
o1 : Vi — Xo, 2+ 23,

p1: Vo — Xs, Z'—>Z3+(b—1)
g01:V3 — X3, Z'—>Z3+(b—1)+i
p1:Va — Xo, 2 23414

p1: Vs — Xy, z— 23

p1: Ve — Xy, 2 2341

p1: Ve — Xo, 222+ 141
o1: Vo — X3, 2+ 23414

o1: Vg — X3, 2+ 23

@1:‘/10 —>X2, Zl—>2’3+1

o1: Vi1 — X1, z+— 2414+ (a—1)-i
gOli‘/ig —>X1, 2|—>z3+(a—1)-i

Die obige Verklebungsbeschreibung ergibt mengentheoretisch das richtige
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Objekt, aber sie ist nicht formal korrekt im Sinne der Definition in Ab-
schnitt 2.1} da dort Verkleben stets entlang offener Mengen definiert war, hier
aber die V}, abgeschlossen sind. Wiirde man die V}, offen definieren, blieben
die horizontalen und vertikalen Kantensegmente in V), verdoppelt iibrig. Ei-
ne vollstandig korrekte Definition erhdlt man, indem man die offenen V}, ver-
klebt und zudem noch Umgebungen der horizontalen und vertikalen Kanten-
segmente mit geeigneten offenen Mengen in den Xy, ..., Xo. Wir fithren dies
nicht im Detail aus.

Dieses Beispiel verallgemeinern wir. Gegeben seien Polygone P;, 7 € I, in
der komplexen Ebene C, nicht notwendigerweise endlich viele. (Polygone ha-
ben hier per Definition nur endlich viele Kanten.) Wir nehmen zusétzlich an,

Abbildung 8.3: Verkleben mit Hilfe der Uk

dass es eine Paarung o (d.h. eine fixpunktfreie Involution) auf der Menge der
Kanten K aller dieser Polygone gibt und dass zudem K und o(K) gleich lang
und parallel sind fiir alle K € K. Zu jedem solchen Kantenpaar K € P; und
o(K) € Pj wihlen wir eine Umgebungen Uk ; € P; und Uy); € P;. Die
Vereinigung Uk von Uf ;, einer geeigneten Translation von Uy ; € P; and
die Kante K ist eine Umgebung von K C C nach der Voraussetzung an die
gepaarten Kanten.
Es bezeichne P = P; \ 0P; das offene Polygon. Sei also

X* = HPfI_I H Uk |/~

icl KeK/o

wobei wir fiir jedes Kantenpaar (K, (K)) die Inklusionsabbildungen ¢; :
Uk, — P;und o1 : Uy (k) ; — Pj verwenden und ~ die Aquivalenzrelation ist,
die durch Verkleben der offenen Polygone und Ubergangsflachen Uk entlang
all dieser offenen Mengen Uk ;, wie in Abschnitt definiert, entsteht.

Wir wollen nun die Locher von X* wie im vorigen Beispiel stopfen. Dazu
bestimmen wir zu jeder Ecke E;; jedes der P; das Kreissegment S;; von ma-
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ximalem Radius r;;, das in P; enthalten ist. In einem festen Drehsinn gesehen
(sagen wir gegen den Uhrzeigersinn) definert die Kantenidentifikation o zu
jedem S;; einen Nachfolger.

Wir betrachten zunédchst den Fall, dass die Bahn unter dieser Nachfolgerab-
bildung endlich ist. Dann sind die Radien r;; entlang dieser Bahn nach unten
durch eine positive Zahl beschrankt und wir ersetzen die S;; durch Kreisbo-
gensemgente des minimalen Radius rp,in. Diese Summe der Winkel der Kreis-
bogensegmente in solch einer Bahn ist ein ganzzahliges Vielfaches 2k7 von 27,
da o eine Bijektion paralleler Kanten ist. In diesem Fall fiigen wir zu X* einen
Punkt z¢ hinzu, indem wir X* mit einer Kreisscheibe U = A, . ldngs der
Vereinigung der Kreisbogensegmente S;; via geeigneter Translationen der Ab-
bildung z + z* verkleben. (Genauer gesagt, miissen wir auch noch auf den
Einschrankungen der Uberlappungsflichen verkleben, wie in der vorange-
gangenen Bemerkung zu Beispiel[8.1} Wir nennen z einen Punkt mit konischem
Winkel 2k.

Sind alle Bahnen unter der Nachfolgerabbildung endlich, so bezeichne X
die Riemannsche Fliche, die man aus X* erhdlt, indem man fiir jede Bahn
einen Punkt wie oben beschrieben hinzufiigt. Wir nennen X* die offene Ver-
klebungsfliche der P; und X die (abgeschlossene) Verklebungsfliche der P;. Startet
man mit endlich vielen Polygonen P, so ist die Verklebungsflache eine kom-
pakte Riemannsche Flache.

Ist eine Bahn unter der Nachfolgerabbildung nicht endlich, so sind wir in
der Situation der Riemannschen Fldche des Logarithmus, wie im ersten mo-
tivierenden Beispiel besprochen. In diesem Fall ist es nicht moglich, X* zu
kompaktifizieren, sodass das Resultat eine Riemannsche Flache ist.

Sei P C C ein Polygon. Eine Reflexionskopie von P ist ein Polygon, das
aus P durch Spiegelung an einer Kante von P entsteht. Die Menge R(P) aller
Reflexionskopien von P sei die kleinste Menge von Polygonen, die P enthalt,
und die zu jedem Element ) € R(P) auch ein Translat jeder Reflexionskopie
von (Q enthalt.

Die Menge der Kanten aller Polygone in R(P) hat eine natiirliche Involu-
tion ¢ mit den Eigenschaften wie in der Definition von Verklebungsflichen
gefordert, indem man die Fixgeraden jeder Spiegelung miteinander identifi-
ziert.

Ist P ein Polygon, dessen Winkel allesamt rationale Vielfache von 7 sind,
so ist R(P) endlich. Um dies einzusehen gentigt es zu beobachten, der Winkel
einer festen Kante von P (sagen wir gegen die Horizontale) bei einer Reflekti-
on nur um ein Vielfaches von ﬁ(%)ﬂ abgedndert wird, falls die Eckenwinkel
von P gleich £ sind.
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Abbildung 8.4: Zwei Entfaltungsflichen von Dreiecken

Definition 8.2 (Entfaltungsfliche) Die Entfaltungsfliche X (P) eines Polygons,
dessen Winkel rationale Vielfache von  sind, ist die Verklebungsfliche der Reflexions-
kopien von P.

Beispielsweise ist die Menge der Reflexionskopien der L-Fliache aus Bei-
spiel (d.h. genauer L ist der Abschluss von X; U X5 U X3) vierelementig.
Im Bild sind die Entfaltungsflachen der rechtwinkligen Dreiecke mit einem
Winkel 7/5 bzw. /10 dargestellt. Jeweils parallel Aussenkanten sind verklebt.

8.2 Translationsstrukturen

Die Entfaltungsflachen aus dem vorigen Abschnitt sind Spezialfélle der fol-
genden zwei Definitionen, die sich als im Wesentlichen dquivalent herausstel-
len werden.

Definition 8.3 (flache Fliche) Eine flache Flache (X, w) ist eine kompakte Rie-
mannsche Fliche X zusammen mit einer von Null verschiedenen holomorphen 1-
Form 0 # w € QL (X).

Zwei flache Flachen (X;,w;), ¢ = 1,2 werden als isomorph bezeichnet, wenn
es einen Isomorphismus ¢ : X1 — X, gibt, der die Differentialformen inein-
ander tiberfiihrt, d.h. sodass ¢*(ws) = w; ist. Wir erinnern an die Definition
von ¢*. Ist z eine lokale Karte einer Umgebung eines Punktes P, € X5, so ist
t = z o  eine lokale Karte einer Umgebung des Punktes P, = o Y(P) € X;.
Ist auf diesen Karten wy = a(z)dz und w1 = ai(t)dt, so ist *(w2) =
az(p(t))¢ (t)dt und die Bedingung an ¢ ist gerade o (t) = a2(p(t))¢’(t).

Definition 8.4 (Translationsstruktur) Ein Translationsatlas auf einer Riemann-
schen Fliche X ist ein komplexer Atlas (U;,g; : U; — C), dessen Ubergangs-
funktionen Translationenen sind. Zwei Translationsatlanten auf X werden dquivalent
genannt, wenn die Ubergangsfunktionen auf ihrem Definitionsbereich Translationen
sind. Eine Riemannsche Fliiche X mit einer Aquivalenzklasse von Translationsatlan-
ten wird Flache mit Translationsstruktur oder Translationsfliche genannt.

Zwei Flachen mit Translationsstrukturen heiflen isomorph, wenn es einen
Isomorphismus der zugrundeliegenden Riemannschen Flachen gibt, sodass
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die induzierten Abbildungen auf den Karten der beiden Translationsatlanten
Translationen sind.

Vor dem Beweis der Aquivalenz der Definitionen fiithren wir einige Begriffe
ein, die auf flachen Flachen und Flachen mit Translationsstrukturen definiert
werden konnen, aber nicht auf Riemannschen Fldachen im Allgemeinen.

Definition 8.5 (Wegldnge, Abstand) Ein Weg v hat eine Lange ((~y): Ist v in ei-
ner Karte des Translationsatlas enthalten, so ist dies die iibliche Bogenlinge. Im All-
gemeinen definieren wir die Linge von ~ durch Zerschneiden in Stiicke, die in einer
Karte des Translationsatlas liegen.
Zwei Punkte x1,x9 € X haben einen Abstand
d(zy1,22) := inf  l(v)

v Weg von
x1 nach xo

Wir bemerken, dass wir auf einer Flache mit Translationstruktur einen wohl-
definierten Winkelbegriff zwischen zwei sich schneidenden Geraden haben.
Eine flache Fliache hat ein Volumen

vol(X,w) = ;//w/\u—;.
X

Ist X kompakt, so ist vol(X, w) offenbar endlich.

Proposition 8.6 i) Ist (X, w) eine flache Fliche und Z(w) die Menge der Null-
stellen von w, so ist X \ Z(w) eine Fliche mit Translationsstruktur, indem man
X \ Z(w) mit einfach zusammenhingenden Mengen U; iiberdeckt, so dass die
Vereinigungen U; UU; ebenfalls einfach zusammenhingend sind, x; € U; wihlt
und Kartenabbildungen wie folgt definiert:

gi: z — fw
x;

ii) Umgekehrt, sei X eine kompakte Fliche, Z C X endlich und X \ Z habe eine
Translationsstruktur. (Wir setzen nicht voraus, dass X eine Riemannsche Fli-
che ist.) Wir nehmen zudem an, dass der AbschlufS von X \ Z beziiglich dem
Abstandsbegriff der Translationsstruktur homoomorph zu X ist. Dann gibt es
eine eindeutige komplexe Struktur auf X und bis auf skalare Vielfache genau
eine holomorphe 1-Form w auf X mit Z(w) C Z, so dass die gegebene Transla-
tionsstruktur aus w wie im ersten Teil wiedergewonnen werden kann.

Beweis: Zum Beweis von i) seien U; und U mit Basispunkten z; und z» gege-
ben.
Wir wihlen einen Weg wie im nebenstehenden Bild. Dann ist

gl<z>=/:w=/7w+/;w=/7w+gz<z>,
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d.h. die Karten unterscheiden sich um Translation durch f,y w.

Wir beweisen nun die Aussage ii). Auf X\ Z definieren wir lokal auf U; das
Differential w = dz;, wobei z; die Koordinate auf g;(U;) C C ist. Dies ist wohl-
definiert, denn falls sich U; und U iiberlappen, so gilt nach Definition einer
Translationsstruktur

zg=21+¢, also dzp=d(z1+c¢)=dz.

Zu einem Punkt x € Z sei V = V(z) C X eine Umgebung von z. Zu jedem
Punkt im Rand dieser Umgebung ist der Abstand zu z (im Sinne von Transla-
tionsstrukturen) wohldefiniert und endlich aufgrund der Voraussetzung tiber
den Abschluf8 von X \ Z. Sei
m = pénal(%) d(p, z).
Dieses Minimum ist positiv und wir betrachten den geschlossenen Weg -,
der x einmal umlduft und stets den Abstand m/2 zu x hat. Sei U das Inne-
re des Weges ~, d.h. die Komponente von X \ v([0, 1]), die = enthalt.
Unser Ziel ist es U mit Kreisscheibensegmenten
‘ analog zu den V}, in Beispiel[8.1) zu tiberdecken. Da-
' zu miissen wir zundchst den Mittelpunkt finden.
Da dieser nicht in X \ Z liegt und somit nicht von
einer Karte des Translationsatlas erfasst wird, wen-
den wir folgende Konstruktion an. Sei y € 9U ein beliebiger Punkt und / eine
Gerade in U, die senkrecht auf dem Rand von U steht. Wir konnen alle Trans-
lationskarten um einen festen Winkel rotieren und so ohne Einschrankung an-
nehmen, dass ¢ horizontal ist. In einem maximalen Translationsatlas von X \ Z
ist auch eine Karte (V, g) enthalten, bei dem der Punkt auf ¢ im Abstand von
m/2 von y (in Richtung des Innern von U abgetragen) der Nullpunkt ist. Nach
Rotation konnen wir zudem annehmen, dass y auf der positiven reellen Achse
liegt.

Sei (Vo, go) eine Karte im Translations-

/fJR\’\ atlas von U C X, sodass Vy D (V \
‘ g~ 1(£)), sodass go(Vp) NR<o = () und so-

dass der Definitionsbereich von 1V maxi-

mal ist. Aufgrund der Definition von U
€ st go(Vo) = Apy2(0) \R<p eine geschlitz-
te Kreisscheibe. Ausgehend von (V5, go)

definieren wir nun weitere Karten, wel-

che mit gg auf der oberen (bzw. unteren)

Halbebene {iibereinstimmen und maxi-
mal unter allen Karten im Translationsatlas von U sind, sodass der Bildbe-
reich nicht die positive reelle Achse trifft. Diese Karten sind wieder geschlitzte
Kreisscheiben, ohne die positive reelle Achse.

Seite 98



Iteriert man diesen Vorgang, erhilt man nach geeigneter Numerierung Kar-
ten (V}, g;), sodass g;(V;) geschlitzte Kreisscheiben sind, wobei der Schlitz fiir
gerade j die negative und fiir ungerade ¢ die positive reelle Achse ist und
sodass gj_l(IHﬁ) = gjjrll (H™) fiir gerade j sowie gj_l(]HI*) = gj_jl (H™) fiir unge-
rade j ist. Die Menge dieser Karten tiberdeckt U, da nach der Homoomorphie-
voraussetzung U \ {z} zusammenhingend ist. Diese Voraussetzung zusam-
men mit der Kompaktheit von X besagt auch, dass V|, = Vj, fiir ein gewisses
jo € Nist, denn sonst wiaren die Punkte g;,' (i) eine Folge ohne Haufungs-
punkt in X. Notwendigerweise ist jo = 2k gerade. (Der Punkt  hat also einen
Winkel 2k7 in der Sprechweise aus der Konstruktion von Verklebungsfldchen.)

Damit konnen wir um x eine Kreisscheibenkarte vom Radius m /2 mit den V;
vermoge der Einschrankung von z + z* auf Kreisscheibensegmente verkle-
ben.

Wenn wir dies fiir alle Punkte in Z durchgefiihrt haben, erhalten wir auf X
einen komplexen Atlas, sodass die Differentialform w definiert durch dz auf
den Translationskarten von X \ Z und durch d(z*) = kz*~'dz auf der Kreis-
schreibenkarte um einen Punkt z, falls dieser den Winkel 2k hat, global zu
einer holomorphen Differentialform zusammenpasst. Da wir auf den Transla-
tionskarten von X \ Z die Differentialform dz verwendet haben, ist dies in der
Tat die Umkehrung der Konstruktion aus i). 0

Die Voraussetzung iiber den Abschlufs oder ein Ersatz hierfiir ist in der Tat
notwendig. Um dies zu zeigen, konzentrieren wir uns auf die Umgebung (ho-
moomorph zu A) eines Punktes x in Z C X. Fiir alle reellen Zahlen r < R
ist A \ {z} homdomorph zu dem Kreisring A, p = {z : r < |2|] < R}. Die
Einbettung des Kreisrings in die komplexe Ebene definiert also einen Trans-
lationsatlas bestehend aus einer Karte von A \ {z}. Wir werden spéter sehen,
dass A, g fiir 0 < r < R < oo und die punktierte Kreisscheibe nicht isomorph
als Riemannsche Flichen sind. Wenn wir dies verwenden, wird klar, dass es
keine komplexe Struktur auf A gibt, sodass A \ A, g aus nur einem Punkt
besteht. Natiirlich ist in diesem Kreisringbeispiel die Voraussetzung iiber den
metrischen Abschluf$ nicht erfiillt.

Wir enden diesen Abschnitt mit drei wichtigen Beispielen von flachen Fla-
chen. Zwei davon erhalten wir aus der vorangehenden Proposition.

Korollar 8.7 Sind alle Winkel des Polygons rationale Vielfache von 7, so ist die Ent-
faltungsfliche eine flache Fliche.

Beweis: Aus der Endlichkeit der Zahl der Reflexionskopien folgt die Kom-
paktheit der Entfaltungsfldche. Die Existenz einer Translationsstruktur auf X*
folgt direkt aus der Definition der Verklebungsabbildungen und die metrische
Voraussetzung ist offenbar erfiillt. O
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Beispiel 8.8 Die Riemannschen Flichen aus Beispiel sind ebenfalls flache Fli-
chen, da X \ X* einpunktig ist und die metrische Voraussetzung von Proposition
erfiillt ist.

Das letzte Beispiel betrifft die Konstruktion von flachen Flichen durch Uber-
lagerungen. Ist f : X — Y eine surjektive holomorphe Abbildung und
w € QYY) eine holomorphe 1-Form, so definiert man die holomorphe 1-Form
f*w wie folgt. Ist w = P(z)dz lokal in einer Karte auf Y und z, eine Koordinate
auf X, soist f*w = P(f(zz))df (2z).

Da eine Riemannsche Fldache £ mit g(E) = 1 bis auf skalare Vielfache genau
eine holomorphe 1-Form wp; besitzt, wird eine Uberlagerungsflache f : X —
E vermoge w = f*wg in natiirlicher Weise zu einer flachen Flache.

8.3 Die affine Gruppe

Wir definieren nun eine Gruppe, die in natiirlicher Weise einer Flache mit
Translationsstruktur zugeordnet ist, die aber im Allgemeinen sehr schwer zu
berechnen sein wird. Wir beschranken uns auf den Fall kompakter Riemann-
scher Flachen.

Definition 8.9 (affiner Homéomorphismus) Sei (X,w) eine flache Fliche und
Z = Z(w) die Nullstellenmenge von w. Ein Homdomorphismus ¢ : X — X heifSt
affin bzgl. w, falls fiir jeden Punkt x € X \ Z und fiir Karten (U, g) um x und (V, h)
um @(x) im Translationsatlas die Verkettung

hopog™l: R?=C — C=R?

auf ihrem Definitionsbereich eine affine Abbildung (;) +— A(j) + b, A €
GLy(R), b € R? von R? ist. Die Gruppe

Aff(X,w) = {¢ : X — X orientierungserhaltend und affin bzgl. w}.

heif$t Gruppe affiner Homoomorphismen von (X, w).
Aus der Definition eines Translationsatlasses folgt leicht folgende Beobach-

tung:

Lemma 8.10 Seien ¢ affin und g und h Kartenabbildungen bei x und ¢(x). Dann
hingt der Matrixanteil
D(p) = A

(mit der Notation aus obiger Definition) nicht von x und nicht von der Kartenwahl
ab. Man erhiilt also einen Homomorphismus

D : Aff(X,w) — GL2(R).
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Definition 8.11 (Veechgruppe) Das Bild D(Aff(X,w)) des obigen Homomorphis-
mus wird affine Gruppe oder Veechgruppe genannt und mit SL(X,w) bezeichnet.

Diese Bezeichnung ist durch folgendes Lemma gerechtfertigt.

Lemma 8.12 Ist X kompakt, so ist die affine Gruppe in SLa(R) enthalten.

Beweis: Seien (U, g) und (V, h) wie in der Definition[8.9] Ist h o p 0 g~! auf der
Menge W C ¢(U) definiert, so ist vol(o(W)) = det(D(y)) vol(W). Da D(y)
unabhéngig vom Punkt z € X \ Z ist, folgt aus der Endlichkeit des Volumens
und der Bijektivitit von ¢ die Behauptung. 0

Beispiel 8.13 Wir bestimmen nun diese Gruppen im Fall eines Torus T'. Es ist
T=C/A, ACC Gitter.

und dz auf C definiert eine holomorphe 1-Form auf w auf T. Nach Korollar [6.7] ist
dies bis auf skalare Vielfache die einzige holomorphe 1-Form. Der Torus ist der Aus-
nahmefall mit # Z(w) = 2g — 2 = 0. Folglich sind alle Translationen in Aff(T,w)
und haben D = 1. Jede affine Abbildung lifit sich eindeutig als Komposition einer
Abbildung, die einen gewdihlten Punkt O € T festhilt, und einer Translation schrei-
ben. Eine affine Abbildung, die O € T festhiilt, lisst sich zu einer affinen Abbildung
von C hochheben, die O als Punkt und A mengenweise festhilt. Diese Abbildung liegt
bei geeigneter Basiswahl in SLo(Z) und umgekehrt leistet jedes Element von SLo(Z)
das Verlangte. Wir haben also gezeigt, dass

Aff(T,w) = (Translationen, SL,(Z))
SL(T,w) = SLy(Z)

gilt.

Es gibt ein allgemeines Kriterium zum Auffinden von Elementen in der
Veechgruppe. Um dieses anzugeben fiithren wir einige wichtige topologische
Begriffe auf flachen Flachen ein und erinnern an grundlegende Begriffe tiber
Fuchssche Gruppen.

Ein Weg auf einer Translationsfldche, der in jeder Karte eine Gerade ist, wird
als Gerade oder Geodiite bezeichnet. Ist der Weg geschlossen, so sprechen wir
von geschlossenen Geodédten. Im Beispiel der L-Flache konnen alle horizon-
talen Geraden mit y-Koordinate ungleich 0,1,b zu geschlossenen Geoditen
verlangert werden.

Definition 8.14 (Sattelverbindung) Das Bild eines Weges v in einer flachen Fli-
che X wird eine Sattelverbindung genannt, falls der Anfangs- und der Endpunkt
von v in Z(w) liegen und falls ~y ausserhalb diese beiden Punkte eine Gerade ist.
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Beispielsweise sind in der L-Flache alle Rander von X, X» und X3 Sattel-
verbindungen und auch die Diagonalen dieser Teilflichen sind Sattelverbin-
dungen. Betrachtet man Geraden der Steigung 1/ka fiir k € N ausgehend von
der linken unteren Ecke dieser L-Fliache, so ist offensichtlich, dass diese un-
endlich viele Sattelverbindungen in unendlich vielen Richtungen hat.

Ist v eine Gerade auf einer Translationsflache, so wird hol(v) = f7 w € Cder
Holonomievektor von ~ genannt.

Zwei geschlossene Geodédten auf einer Translationsfliche werden homotop
(manchmal auch frei homotop genannt, falls es eine Homotopie im Sinne von
Abschnitt gibt, die die Geodaten ineinander {iberfiihrt. Der Unterschied
zum dortigen Begriff ist, dass die Geodéten nicht an einem festen Basispunkt
beginnen miissen. Aus der Homotopieinvarianz des Wegintegrals folgt sofort
die folgende Beobachtung.

Lemma 8.15 Homotope geschlossene Geodiiten haben den gleichen Holonomievektor,
sind also insbesondere parallel.

Ist R, das Rechteck [0, a] x [0,b], so wird die Verklebungsflache von R,
langs der vertikalen Seiten 0 x [0,b] und a x [0,b] ein (horizontaler) Zylin-
der der Breite a und Hohe b genannt. Das Verhiltnis m = b/a wird Modulus
des Zylinders genannt. Die Geraden [0, a] x y sind geschlossene Geoditen auf
dem Zylinder, die auch Kernkurven genannt werden. Man beachte, dass wir
unter einem Zylinder eine (nicht-kompakte) Riemannsche Flache (und gleich-
zeitig eine Translationsfliche) verstehen. Daher sind die Ober- und Unterkan-
ten von R, nicht Teil der Verklebungsfldche. Allgemein nennen wir eine Teil-
menge einer flachen Flache einen Zylinder, falls sie als Translationsflache zu
solch einem Zylinder isomorph ist.

Die Bedeutung von Zylindern ergibt sich aus der folgenden Bemerkung.

Lemma 8.16 Ist X eine flache Fliche und g(X) > 2, so ist eine maximale Vereini-
gung homotoper geschlossener Geodiiten ein Zylinder. Der Rand dieses Zylinders ist
eine Vereinigung von Sattelverbindungen, die parallel zu den geschlossenen Geodiiten
sind.

Die affine Gruppe eines horizontalen Zylinders enthilt stets die Translatio-
nen z — z+c¢, c € R. Wichtiger ist, dass sie auch nichttriviale Elemente enthilt,
die zudem den oberen und unteren Rand des Zylinders fixieren.

Lemma 8.17 Ist C' ein horizontaler Zylinder mit Modulus m, so besteht die Unter-
gruppe der affinen Homoomorphismen, die den Rand punktweise fixieren, genau aus

Elementen ¢ mit
1 k/m
D = .
() (0 ) )
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Beweis: Der affine Homdomorphismus

(x +m~ly) +iy falls z<a—ym™!

1

plo +iy) = { (x+m~Yy)+iy—a falls x>a—ym~
und seine Potenzen geben die geforderten Elemente. Fiir die Umkehrung sei
¢ € Aff(C') gegeben. In der Nihe der reellen Achse ist ¢ linear. Setzt man ¢
nach oben fort, so folgt, dass D(y) den Punkt (0, b) auf einen Punkt (ka, b) fiir
k € Z schicken muss. Daraus folgt die Behauptung. O

Man nennt von Null verschiedene reelle Zahlen x4, ..., z, kommensurabel,
falls es g; € Q gibt, sodass x; = ¢,z fiir j = 2,...,n. In diesem Fall heifit x ein
gemeinsames Vielfaches, falls z/x; € Z ist fiir alle j.

Proposition 8.18 Sei (X,w) eine flache Fliche, sodass alle horizontalen Geoditen
geschlossen oder Sattelverbindungen sind, d.h. X ist die Vereinigung von Abschliissen
von disjunkten Zylindern C4, ..., Cy. Sind die Moduli m; = m(C;) dieser Zylinder
kommensurabel, und ist ¢ ein gemeinsames Vielfaches der inversen Moduli m;l, S0

enthilt Aff (X, w) ein Element o mit

Dig) = (é f) .

Man nennt eine Richtung wie die horizonale Richtung in dieser Proposition
auch vollstindig periodisch.
Beweis: Nach der Definition von ¢ und Lemma gibt es auf jedem der Zy-
linder C; einen affinen Homdomorphismus ¢; mit D(¢) = (} {) , welcher sich
auf dem Rand des Zylinders stetig mit Identitét fortsetzt. Die so zusammen-
gesetzte Abbildung ¢ : X — X fixiert also alle horizontale Sattelverbindun-
gen (und damit alle Nullstellen von w) Damit ist offensichtlich, dass ¢ auch in
den Translationskarten, welche die Sattelverbindungen am Rand der Zylinder
iiberdecken, affin ist. O

Wir behaupten nicht, dass jeder affine Homéomorphismus ¢, sodass D(yp)
eine obere Dreiecksmatrix ist, notwendigerweise alle horizontale Sattelverbin-
dungen und damit alle Nullstellen von w fixiert.

Wir erinnern an die Klassifikation von Elementen in SLs(R) nach ihrer
Jordan-Normalform.
Hat v einen Eigenwert vom Betrag grofier 1, so hat der andere Eigenwert einen
Betrag kleiner 1 (und umgekehrt!). Der Betrag der Spur ist grofler als 2 und v
tiber R diagonalisierbar. In diesem Fall wird ~ hyperbolisch genannt.
Hat « Eigenwert vom Betrag gleich 1, so gibt hat der andere Eigenwert auch
Betrag 1, die Jordan-Normalform ist eine obere Dreiecksmatrix und v wird pa-
rabolisch genannt. In diesem Fall hat die Spur von v den Betrag zwei.
Hat ~ schliefilich keine reellen Eigenwerte, so ist der Betrag der Spur von ~
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echt kleiner als zwei und v zu einer Drehmatrix konjugiert. In diesem Falls
wird 7 elliptisch genannt.

Definition 8.19 (Fuchssche Gruppe) Eine Untergruppe von SLa(R), die diskret
ist, wird Fuchssche Gruppe genannt.

Beispiele hierfiir sind ‘grosse Gruppen’ wie SLy(Z) oder auch "kleine’ wie
z.B. zyklische Untergruppen erzeugt von einem parabolischen oder hyperbo-
lischen Element.

Satz 8.20 Ist (X, w) eine flache Fliche, so ist die Veechgruppe eine Fuchssche Gruppe.

Dazu definieren wir fiir eine flache Flache (X, w) mit g(X) > 2, fiir welche
also Z(w) nicht-leer ist,

hol(X,w) = {hol(vy),y C X Sattelverbindung},
die Menge aller Holonomievektoren von Sattelverbindungen.

Proposition 8.21 Sei (X, w) eine flache Fliche mit g(X) > 2. Dann ist die Men-
ge der Richtungen von Sattelverbindungen dicht im Einheitskreis. Weiterhin ist die
Menge hol( X, w) diskret in C.

Da jeder Holonomievektor endlich nur oft auftritt, hochstens |Z(w)|-mal, ist
die letzte Aussage unabhingig davon, ob hol(X,w) mit Vielfachheit definiert
ist oder nicht.

Wir zeigen zundchst, wofiir wir diese Aussagen benotigen.

Beweis von Satz Fiir den Torus haben wir die Aussage bereits in Bei-
spiel [8.13| behandelt. Wir betrachen ab sofort also den Fall g(X) > 2. Ange-
nommen SL(X,w) enthélt eine Folge v, die gegen ein Element v € SLy(R)
konvergiert. Durch Postkomposition mit 4y~ kénnen wir annehmen, dass v
die Identitit ist. Fiir jedes v € hol(X,w) ist also 7, (v) € hol(X,w) und 7, (v)
konvergiert gegen (v) = v. Nach Proposition muss also die Folge 7, (v)
irgendwann stationdr werden, d.h. v ist ein Eigenvektor von ~,(v) fiir alle
n Z No.

Ebenfalls aus Proposition folgt die Existenz von drei Holonomievekto-
ren, von denen keine zwei proportional sind. Das orbige Argument auf diese
drei Holonomievektoren angewandt zeigt, dass es irgendwann ein N € N gibt,
sodass v, die Identitét fiir n > Nist. O

8.4 Intervallaustauschtransformationen

Zunéchst Mit dem Ziel Proposition zu beweisen, fithren wir einen Begriff
ein, der bei Fragen des dynamischen Systems "flache Fldche” dutzendfach An-
wendung findet.
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Definition 8.22 (Intervallaustauschtransformation) Sei I = (a, b] ein Intervall.
Eine bijektive Abbildung T : I — I heifst Intervallaustauschtransformation, falls
es eine Zerlequng von I in Teilintervalle I = U}, (x;, xiy1] mit z; < xipq gibt,
sodass T (y, 2., ,] eine Translation ist.

Die Anzahl der Zerlegungspunkte ist endlich, aber nicht universell festge-
legt. Diese enthalten die Unstetigkeitsstellen von 7', moglicherweise strikt. In-
tervallaustauschtransformationen bilden mit der Hintereinanderausfiihrung
eine Gruppe, offenbar nicht abelsch und 'kompliziert’. Man kann z.B. zeigen,
dass sie perfekt ist, d.h. gleich ihrer Kommutatorgruppe.

Sei v € R? eine vorgegebene Richtung und I C X ein Geradenstiick in einer
flachen Flache (X,w), welches senkrecht auf v steht. Wir werden oft anneh-
men, dass ein Ende von I € Z(w) ist.

Wir betrachten Geraden die senkrecht auf I stehen, d.h. Geraden in Rich-
tung v. Fiir alle Punkte in X ausserhalb einer Nullmenge (ndmlich eine endli-
che Vereinigung von Halbgeraden, welche in Z(w) enden) ist die Verschiebung
um ¢ in Richtung v fiir alle t € R definiert. Diese Verschiebung um ¢ definiert
einen Fluf} auf X, eine Abbildung, welchem dem Poincaré-Rekurrenzsatz ge-
niigt. Dieser besagt, dass unter dem Fluss jeder Punkt mit Ausnahme einer
Nullmenge unendlich oft zu einer vorgegebenen Menge positiven Lebesque-
Mafles zuriickkehrt, sogar in einer unbeschrankten Folge von Zeiten. Ange-
wandt auf eine rechteckige Umgebung von I besagt dies, dass abgesehen von
abzdhlbar vielen Punkten alle Punkte von I unter der Verschiebung in Rich-
tung v in einer unbeschrankten Folge von Zeiten wieder zu I zurtickkehren.

Die Menge der Punkte, sodass man unter Verschiebung in Richtung v wie-
der zu I zuriickkehrt, ist anderseits offen: Man kann das Geradenstiick von =
in Richtung v bis zur Riickkehr nach links und rechts verschieben, bis man
ein Punkt in Z(w) bertihrt. Also ist die Menge der Punkte, bei denen diese
Abbildung nicht definiert ist, endlich. Zusammengefasst haben wir folgendes
gezeigt.

Lemma 8.23 Ist I C X ein Intervall in einer flachen Fliche, senkrecht zur Rich-
tung v, so definiert die Erstriickkehrabbildung nach Verschiebung in Richtung v nach
linksseitig stetiger Fortsetzung eine Intervallaustauschtransformation auf I.

Beweis von Proposition Wir starten mit der Dichtheit der Richtungen
von Sattelverbindungen. Sei die Richtung v € R? vorgegeben und z € Z(w).
Wir wollen zeigen, dass zu vorgegebenem ¢ > 0 es beginnend bei x eine Sat-
telverbindung gibt, die mit v einen Winkel kleiner als ¢ hat. Sei ¢ eine Gerade
beginnend bei z in Richtung v. Endet ¢ in einem Punkt von Z(w) sind wir fer-
tig. Andernfalls kommt / fiir jedes vorgegebene s in eine s-Umgebung von z
zuriick, trifft also eines der 2(ord,(w) + 1) Intervalle der Lange s beginnend
bei =, welche senkrecht auf v stehen. Wir nennen dieses Intervall /. Nach den
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obigen Uberlegungen trifft £ also I sogar in einer unendlichen Folge von Punk-
ten mit Abstand s,, zu x. Diese Punkte seien /,, von x weg, gemessen entlang ¢.
Wir betrachten nun Geraden g5, welche bei z starten, mit v einen kleinen Win-
kel 0 < ¢ bilden, sodass der Winkel zu I stumpf ist. Fiir § klein genug ist der
n-te Schnittpunkt mit I bei ¢,,/ cos(d) < £, + ¢ (gemessen entlang g;) und im
Abstand /,, tan(é) von s,, gemessen entlang /. Man vergrofsert nun 9, bis g5 ei-
ne Singularitat trifft. Dies geschieht spétestens bei § = arctan(s,/¢y), da dann
der Schnittpunkt auf I gegen z gelaufen ist. Da s,, < s universell beschréankt ist
und die /,, eine unbeschrankte Folge bilden, kann man durch gentigend grofie
Wahl von n erreichen, dass § < ¢ ist.

Jeder Punkt in Z(w) hat eine Umgebung, die Z(w) in nur einem Punkt trifft.
Also gibt es ein ¢ > 0, sodass jedes Element in hol(X,w) die Lénge mindes-
tens ¢ hat.

Das Argument lédsst sich nicht nur auf den Nullpunkt anwenden. Sei v €
hol(X,w). Wir tragen von jedem Punkt z € Z(w) den Vektor v in alle ord, (w)+1
moglichen Richtungen ab. Die Endpunkte hiervon sind eine endlich Menge
von Punkten, hochstens 4¢(X) — 4. Es gibt wiederum ein ¢, > 0, sodass die
e,-Umgebungen um diese Punkte disjunkt zu Z(w) sind. Also enthélt die ¢,-
Umgebung von v kein Element von hol(X,w) aufier v. O

8.5 Translationsuberlagerungen

Als nichstes untersuchen wir das Verhalten der affinen Gruppe beim Uber-
gang zu Uberlagerungen. Eine Uberlagerung

[ (Xw) — (Yin)

von flachen Flachen heifdt Translationsiiberlagerung, falls f*n = w gilt. Wir nen-
nen f eine strikte Translationsiiberlagerung, falls die Verzweigungspunkte von f
nach Z(n) abgebildet werden oder, im Fall g(Y) = 1, falls alle Verzweigungs-
punkte auf einen Punkt abgebildet werden. Ohne diesen Zusatz miissten alle
strikten Translationstiiberlagerungen des Torus nach Riemann-Hurwitz wieder
Tori sein und die folgenden Uberlegungen wiren ziemlich gegenstandslos.

Beispiel 8.24 Die Verklebungsflichen aus Beispiel mit a,b € R sind strikte
Translationsiiberlagerungen des Torus mit Perioden 1 und i, falls a, b € Q. Die Uber-
lagerung ist offensichtlich, wenn man die L-Fliche in Quadrate unterteilt, deren Sei-
tenlinge das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner von a und b ist.

Ziel dieses Abschnitts ist folgender Satz, dessen Beweis den Rest des Ab-
schnitts fiillt.

Satz 8.25 Sind X und Y kompakt und ist f : (X,w) — (Y, n) eine strikte Transla-
tionsiiberlagerung, so sind SL(X,w) und SL(Y,n) kommensurabel, d.h. es gibt eine
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Untergruppe I C SLa(R), die Untergruppe von endlichem Index sowohl in SL(X, w)
als auch in SL(Y, n) ist.

Aus technischen Griinden fithren wir die Gruppen Aff/(Y,7) und
Aff;(X,w) ein, die aus den affinen Homoomorphismen 1 (bzw. ¢) bestehen,
die sich via f liften (bzw. via f herunterdriicken) lassen, d.h. genauer

At (Y, n) = {y € AE(Y,n) : es existiert ) € Aff(X,w): foth =1po f}
und
Aff (X, w) = {p € Aff(X,w) : esexistiert p € Aff(Y,n): fop=po f}.

Die jeweiligen Bilder unter D bezeichnen wir mit SL/ (Y, 7) und SL (X, w). Wir
beginnen den Beweis mit Abschidtzungen iiber die Liftbarkeit von Homdomor-
phismen.

Proposition 8.26 Der Index [Aff(Y,n) : Aff/ (Y, )] ist endlich.

Beweis: Die Uberlagerung f schrinkt sich zu einer Uberlagerung

fo: X\ f7H(Z(n)) — Y\ Z(n)

ein, welche aufgrund der Voraussetzung strikte Translationstiberlagerung un-
verzweigt ist.
Nach Satz ist fo eindeutig durch eine Untergruppe von 71 (Y \ Z(n))
vom Index d = deg(fy) gegeben, namlich durch f.(m1 (X \ f~%(Z(n)))). Da
m1 (Y \ Z(n)) endlich erzeugt ist, gibt es endlich viele, sagen wir k, Untergrup-
pen von Index d. (Man betrachte dazu die Untergruppen als Stabilisator der
Eins unter einem Homomorphismus 71 (Y \ Z(n)) — Sa.)

Ist ¢ in Aff(Y,n), so bewahrt ¢ die Menge Z(n) - wenn auch nicht notwen-
digerweise punktweise. Also ist

(o flo= W0 flwoen—10n\2m)

wieder eine unverzweigte Uberlagerung von Y \ Z(n) von Grad d. Bestimmt
diese eine zu f.(m (X \ f71(Z(n)))) konjugierte Untergruppe (also dieselbe
Untergruppe nach Wahl eines geeigneten Basispunkts, welche wir hier in der
Notation unterdriicken), so gibt es einen Homdomorphismus TZ nach Lem-
ma sodass f o QZ = 1) o f. Wegen der Voraussetzung Translationstiiberla-
gerung ist ¢ offenbar affin, denn dies ist eine lokal verifizierbare Eigenschaft,
also 1) € Aft/(Y,n). Wir betrachten die Operation von Aff(Y,7) auf den Unter-
gruppen von Index d von m (Y \ Z(n)) via ¢ — (U +— ¢,U) und stellen fest,
dass eine Untergruppe vom Index hochstens k die urspriingliche Untergruppe
(f(m (X \ f71(Z(n))))) sogar fixiert, also insbesondere konjugiert ist. Daraus
folgt die Behauptung iiber den endlichen Index. 0
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Um die Frage zu kldren, welche affinen Homdmorphismen auf X via einer
Uberlagerung zu einem affinen Homoomorphismus von Y absteigen, wer-
den wir aus beweistechnischen Griinden die flache Struktur der Riemann-
schen Flachen ,,unten” modifizieren miissen. Dabei tritt zum ersten Mal eine
GLy(R)-Aktion auf flachen Flachen auf, die uns spéter noch oft begegnet.

Satz 8.27 Ist (X,w) eine flache Fliche und A € GLy(R), so gibt es auf dem X
zugrundeliegenden topologischen Raum genau eine komplexe Struktur Y und eine
holomorphe 1-Form n, sodass Z(n) = Z(w) und sodass fiir einen Translationsatlas
(Ui, Gi) von X \ Z(w) die Abbildungen

Aog; Ui 25 C=R? A R2=C (8.1)

einen Translationsatlas auf Y \ Z(n) zu n definieren. Diese Zuordnung A - (X,w) :=
(Y, n) definiert eine Aktion von GLa(R) auf der Menge der flachen Flichen. Sie lift
das Geschlecht der flachen Fliche, die Zahl der Nullstellen von w, sowie deren Null-
stellenordnung invariant.

Beweis: Wir definieren auf X \ Z(w) einen komplexen Atlas durch die Karten
. Dies ist ein Translationsatlas, da (U;, g;) diese Eigenschaft hat und die
Verkettung mit 4 = (¢ 2) € GL2(R) eine Translation um z + iy in eine Transla-
tion um (ax + by) + i(cx + dy) tiberfithrt. Wir definieren n = dz beztiglich der
neuen Karten und erhalten so eine holomorphe 1-Form auf Y \ Z(w). Die
komplexe Struktur in einer Umgebung jedes Punktes von Z(w) definieren wir
wie im Beweis von Proposition O

Die zweite Etappe des Beweises von Satz klart, wie viele Homomor-
phismen via f absteigen.
Proposition 8.28 Sei f : (X,w) — (Y, n) eine strikte Translationsiiberlagerung.

Dann ist [Aff(X,w) : Aff (X, w)] endlich.

Folgende Beweisidee liegt nahe: Sei ¢ € Aff(X,w) vorgegeben. Dann ist ein
Kandidat fiir p € Aff(Y,n) gegeben durch die Aktion von D(y¢) € SLa(R).
Dies setzt natiirlich voraus, dass D(y) - (Y, 7) zu (Y, n) isomorph ist. Jedenfalls
kommutiert folgendes Diagramm

(X, w) —— (X,w)

J{f
v 22 (v ),

D(p)*

wobei die vertikalen Pfeile strikte Translationsiiberlagerungen sind. Der In-
dex [Aff(X,w) : Aff (X, w)] ist also beschrankt durch die Anzahl von strikten
Translationstiberlagerungen vom Grad deg( f) ausgehend von (X, w) und mit
Ziel eine Flache vom Geschlecht ¢(Y"). Diese Schranke wird nicht unmittelbar
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Abbildung 8.5: Voronoi-Zerlegung (rot) und Gerippe-Triangulierung (blau)

durch die Untergruppen von vorgegebenem Index wie im vorigen Lemma ge-
liefert.

Wir gehen also anders vor und definieren zunéchst eine Zellzerlegung von
flachen Fldchen (X,w). Es sei ¥ O Z(w) endlich, falls g(x) > 2 und falls g(z) =
1, so enthalte X einen beliebigen fest gewéahlten Punkt P. Wir setzen fiir x € X

d(z,%) = min d(x,y).
Das Gerippe von (X, X)) ist die Menge der Punkte x € X, so dass es mindestens
zwei Geradensegmente gibt, die den Abstand d(z, X) realisieren, d.h. einen
Endpunkt in z und den anderen in einem Punkt von ¥ haben. Wir bezeichnen
es mit Ger(X,Y). Sei K’ C Ger(X,Y) die Menge von Punkten, sodass genau
2 Geradensegmente den Abstand realisieren. K’ zerfillt in die disjunkte Ver-
einigung von offenen Geradensegmenten mit Randpunkten in Ger(X, ¥) \ K'.
Wir nennen diese Geradensegmente Knochen und bezeichnen die Menge der
Knochen mit K. Mit den Knochen als Kanten wird das Gerippe ein Graph, der
in X eingebettet ist. Die Zusammenhangskomponenten von X \ Ger(X, X) hei-
3en Schirme. Die Voronoi-Zerlegung von X ist die Zellzerlegung, deren 2-Zellen
die Schirme sind. Jeder Punkt von ¥ liegt in genau einem Schirm. Die Kno-
chen zusammen mit den Segmenten von z € ¥ zu den Eckpunkten des Ge-
rippes am Rand des Schirms, der = enthilt, bilden eine Triangulierung von X.
Wir nennen sie die Gerippe-Triangulierung Tx .. (Sie ist eine Verfeinerung der
Voronoi-Triangulierung - fiir Leser, die mit diesem Begriff vertraut sind.)
Wir zeigen der Reihe nach:

Lemma 8.29 Der Index von Aff (X, w) in Aff(X,w) ist beschrinkt durch die An-
zahl der Isomorphieklassen von strikten Translationsiiberlagerungen f : (X,w) —
(Y, 7)) mit g(Y) = g(Y), wobei zwei solche Uberlagerungen f; : (X,w) — (Y, @)
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isomorph genannt werden, falls es eine holomorphe Abbildung g : Vi — Y, gibt mit

g Wy =wiund go fi = fo.

Beweis: Ist ¢ € Aff(X,w), soist D(p)~! o f o ¢ eine strikte Translationsiiberla-
gerung. Falls diese zu f in obigem Sinne isomorph ist, so liegt ¢ in Aff ; (X, w).
Da die Zuordnung ¢ — D(p)~! o f o ¢ eine Gruppenoperation ist, folgt die
Behauptung. O

Lemma 8.30 Sei f eine strikte Translationsiiberlagerung, ¥ = Z(n),Xx =
f~Y(Z(n)). Die Abbildung, die jedem solchen f die polygonale Abbildung T; :
Tx,xy — Tyx zwischen den Gerippetriangulierungen zuordnet, ist injektiv.

Beweis: Man tiiberzeugt sich leicht, dass y den Abstand (:v, P X) genau dann
realisiert, wenn f(y) den Abstand (f(y),¥) realisiert. Dabei verwenden wir,
dass Sx = /(%) ist. Folglich ist f~*(Ger(Y,¥)) = Ger(X,¥x), die Ur-
bilder von Knochen bzw. Knoten sind genau die Knochen bzw. Knoten in
Ger (X , 2 X) .

Folglich werden die 1-Zellen von X isometrisch auf die 1-Zellen von Y abge-
bildet. Die Langen eines Dreiecks bestimmen eindeutig eine flache Metrik in
seinem Inneren. Also werden auch die 2-Zellen von Tx 5., isometrisch auf die
2-Zellen von Ty x, abgebildet. Insgesamt ist die Abbildung f : X — Y als
Abbildung zwischen metrischen Rdiumen durch die Abbildung 7; bestimmt -
und damit auch als Translationsiiberlagerung. 0

Lemma 8.31 Die Anzahl der Isomorphieklassen (im Sinne von Lemma ) von
strikten Translationsiiberlagerungen f; : (X,w) — (Y5, n;) mit fester Ausgangsfli-
che (X,w) und variabler Zielfliche Y; mit g(Y;) = g(Y) ist endlich.

Beweis: Sei ¥ = Z(;) und Sy = f; *(Z) wie in Lemma Esist |X| <
2¢(Y) — 2 und folglich | x| < deg(f) - (29(Y’) —2). Wir miissen die Anzahl der
Abbildungen von Zellkomplexen Tx s, — Ty, s beschranken. Wenn wir eine
Schranke B fiir die Anzahl T'(X) von Dreiecken auf X kennen, so ist die An-
zahl von Dreiecken in 7y y; ebenfalls durch B beschrankt. Da es maximal drei
orientierungserhaltende isometrische Abbildungen zwischen zwei Dreiecken
gibt, ist eine grofle Abschitzung fiir die Gesamtzahl der Abbildungen (3B)%.

O

Fiir jede Zellenzerlegung von X mit £/ Ecken, K Kanten und Z Zellen folgt
aus der Eulerformel Satz[3.35und dem Verhiltnis von Zellen und Kanten

Z<2-(E+29(X)-2),

wobei Gleichheit erreicht wird, falls alle Zellen Dreiecke sind. Geht man zur
dualen Zellenzerlegung iiber (d.h. Zellen werden nun zu Ecken und jede Ecke
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wird zu einer Zelle) so folgt auch die Ungleichung
E<2 (Z+29(X)—-2)

fur jede Zellenzerlegung.

Die Ecken £, der Gerippetriangulierung sind die Ecken Ey der Voronoi-
Zellzerlegung und Xx, was in Bijektion zu den Zellen Zy der Voronoi-
Zellzerlegung steht. Also ist

T(X) (B, +29(X)—2) = 2-(By + Zy +29(X) — 2)

- 2.
< 6-Zy+129(X)—12 = 6|3 | +12¢9(X) — 12

beschrankt, was zu zeigen war.

Beweis von Proposition Mit der Vorbemerkung unmittelbar nach der
Proposition ist dies eine direkte Konsequenz von Lemma Lemma [8.30]
und Lemma O

Beweis von Satz Die Zuordnung ¢ —— @ aus Proposition ist
eine surjektive Abbildung f. : Aff;(X,w) — Aff/(Y,7), denn Propositi-
on definiert eine Rechtsinverse. Der Kern von f, sind Homdomorphis-
men ¢ mit D(p) = I € SLy(R). Also induziert f, einen Isomorphismus
fe 1 SLp(X,w)— SLY (X, w). Aufgefasst als Untergruppe von SL(R) ist dies
die gesuchte Gruppe I'. O

9 WeierstraBpunkte und Automorphismen

Auf flachen Flachen sind Singularitdten die offensichtlichen speziellen Punkte.
Bei Riemannschen Fliachen ohne das Zusatzdatum der holomorphen 1-Form
gibt es auch besondere Punkte, die mit Hilfe aller 1-Formen und Uberlegun—
gen wie im Satz von Riemann-Roch definiert sind. Mit Hilfe dieser Punkte
zeigen wir, dass die Automorphismengruppen von kompakten Riemannschen
Flachen X mit g(X) > 2 stets endlich ist.

9.1 Luckenreihe und Wronski-Determinante

In diesem Abschnitt sind X und Y stets kompakte Riemannsche Flachen vom
Geschlecht grofier als Null.

Definition 9.1 (Liickenreihe) Zu x € X sei
', = {neNsg:3feLnfz])\ L(n—1)[x])}

die Halbgruppe (von Polordnungen holomorpher Funktionen) zu x. Das Komple-
ment der Halbgrupp N\ T',, heif$t Liickenreihe von .
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Dies ist wirklich eine Halbgruppe, wie aus ord,(f g) = ord,(f) + ord.(g)
folgt.

Lemma 9.2 Fiir einen Punkt x € X und n € N sind dquivalent:
i) nely,.
ii) Es gibt keine holomorphe Differentialform auf X, die bei x eine Nullstelle der
Ordnung genau n — 1 hat.
iii) {(n[z]) =4((n—1)[z]) + 1.

Beweis: Die Aquivalenz von i) und iii) folgt indem man die Abbildung be-
trachtet, die einer Funktion in £((n + 1)[z]) ihren n-ten Taylorkoeffizienten
bei z zuordnet. Die Aquivalenz von ii) und iii) folgt unmittelbar aus dem Satz
von Riemann-Roch. O

Die Halbgruppe (oder die Liickenreihe) wird dann zu einer niitzlichen In-
variante, wenn wir wissen, was bei fast allen Punkten von X einerseits und an
speziellen Punkten andererseits passieren kann.

Proposition 9.3 Es gibt fiir jeden Punkt v € X genau g = g(X) Liicken. Listen wir
sie aufsteigend als ny, ..., ng, s0 gilt ny = 1und ny < 2g — 1.

Beweis: Da X nicht P! ist, folgt £(0) = ¢([x]) = 1, also n; = 1. Nach Riemann-
Rochist £(n [z]) = n+ 1 — g fir n > 2g — 1. Da die Folge ¢(n [x]) um Null oder
Eins wachst, muss sie zwischen n = 0 und n = 2¢g — 1 genau g-mal um Null
wachsen. g

Definition 9.4 (Weierstrapunkt) Ein Punkt x € X heifst WeierstrafSpunkt, falls
die Menge der Liicken nicht mit {1, ..., g} tibereinstimmt.

Dies ist dquivalent dazu, dass ein i € {1,...,¢} in der Halbgruppe von =
liegt, d.h. dass es eine holomorphe 1-Form mit Nullstellenordnung > ¢ bei x
gibt (denn ((K — g[z]) = ¢(g[x]) — 1). Zu x € X definieren wir das Gewicht

Offenbar ist w(z) > 0 und w(z) > 0 genau dann, wenn z ein WeierstrafSpunkt
ist. Hauptziel dieses Abschnitts ist der folgende Satz.

Satz 9.5 Die Summe der Gewichte der WeierstrafSpunkte erfiillt die Bedingung

> w(z) =g(g® - 1).

zeX

Insbesondere gibt es hichstens g(g* — 1) Weierstraipunkte auf X.

Seite 112



Dazu treffen wir zunéchst einige Vorbereitungen. In Abschnitt 4{ haben wir
Differentiale erster Ordnung oder 1-Formen kartenweise als w = adz + [dy
eingefiihrt und gefordert, dass bei Kartenwechsel die naheliegende zweidi-
mensionale Kettenregel gilt. Als wir in Definition 4.4 holomorphe Differentiale
erster Ordnung eingefiihrt haben, haben wir festgestellt, dass fiir holomorphe
Kartenwechsel die eindimensionale Kettenregel (mit einer komplexen Varia-
blen) gilt, d.h. ist ¢ = ¢(z) die Kartenwechselabbildung und w = «;(t)dt =
az(z)dz auf dem gemeinsamen Definitionsbereich, so ist

ar(t)dt = a(p(2))dp(z) = al(@(Z))%(Z)dz = az(z)dz,

d
alsoist «g - & _ as.
dz

Dieses Konzept von Differentialformen kann man auf zwei Arten multilinear
erweitern. Man kann duflere Potenzen nehmen, aus Dimensionsgriinden bei
Riemannschen Fliachen hochstens zweite, danach landet man beim Nullvek-
torraum. Damit erhdlt man das Konzept von Differentialen zweiter Ordnung
oder 2-Formen, das bereits mehrfach verwendet wurde. Oder man kann ¢-
fache Tensorpotenzen nehmen fiir beliebige ¢ > 1 und erhilt folgendes Kon-
zept.

Definition 9.6 (¢-Differentiale) Ein g¢-Differential w auf X ist die Zuordnung
einer Funktion o(z) zu jeder Karte mit Koordinate z, geschrieben w = «(z)(dz)9,

o , q
sodass sich die a(z) unter Kartenwechsel t = p(z) mit dem Faktor (Z—f) transfor-
mieren.

In unserer Notation gibt die Zahl vor , Differential” also eine Tensorpotenz,
die Zahl vor ,Form” also eine duflere Potenz an. 2-Differentiale heifSen auch
quadratische Differentiale. Sie spielen spater noch eine wichtige Rolle, wenn
wir alle Riemannschen Fldchen in einer Mannigfaltigkeit parametrisieren wol-
len. Man beachte, dass die Nullstellenordnung eines g-Differentials definiert
als Nullstellenordnung von a wohldefiniert ist.

Ist w ein ¢-Differential, so ist deg(div(w)) = ¢ - (29 — 2), denn fiir w = 7?9 mit
einer 1-Form 7 ist dies offensichtlich und im allgemeinen Fall ist w/n? eine
holomorphe Funktion X — P! also

deg(w) = deg(w/n?) + deg(n?) =0+ ¢q- (29 — 2).

Beweis des Satzes Sei ¢ = g(g + 1)/2. Ziel ist es, ein g-Differential zu
konstruieren, dessen Divisor gerade ) .y w(z) [z] ist. Zu z € X seien n;(x)
die Liicken bei z und w; , € Q% (X) seien 1-Formen der exakten Nullstellen-
ordnung n;(z) — 1 in x. Deren Existenz ist nach Lemma gesichert. In ei-
ner Karte (U, z) um z schreiben wir w; , = f;(z)dz. Wir behaupten, dass die
Wronski-Determinante

Walfise s fo)(z) = det(f7 7V ()0,
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ein ¢-Differential ist.

Dazu sei (V,t) eine weitere Karte und wir untersuchen den Kartenwechsel
2 = (t). Falls w; , = h;(t)dt, soist hi(t) = fi(¢(t)) %. Fiir die hoheren Ablei-
tungen folgt also

W

hgj)(t) = (fio))9(2)- o < Linearkombination von (f; - 1)) k < j, >

wobei die Koeffizienten der Linearkombination Funktionen in ¢, aber unab-
hédngig von i sind. In der Wronski-Determinante sind die Terme niedrigerer
Ordnung also Linearkombination anderer Zeilen und es gilt

Gony dv\?
Wm(hlv"-ahg):det (floy))] -
dt ) ;i
Mit dem selben Gedanken konnen wir die hoheren Ableitungen von f; o ¢
berechnen. Es gilt

i

J k
7 > + < Linearkombination von (fi(k)o@l))- (dzﬂ) k< j>,

oD = (D o).
(o) = (1w -

und daher insgesamt

, AN q
Wo(has... hy)(t) = det ((ff”‘l) o) - (f;f) ) - @f) Wolf1,. s £2) (D).
ij=1

Also ist die Wronski-Determinante ein ¢-Differential. Es ist nicht Null, denn
die f; haben verschiedene Nullstellenordnungen. Es bleibt der Divisor von w;
zu bestimmen.

Wir zeigen zuerst, dass ord, W, = w(z) fiir jedes z € X gilt. Durch Mul-
tiplizieren der w; , mit einer von Null verschiedenen Konstante erlaubt uns

fi(z) = 2"~ + Terme hoherer Ordnung zu schreiben. Also ist
Walfis o f)(2) = det (" )0D) 1)+

5™ sign(r) ] A onerto
= T z ..
PN
& " L =)
S O
Wir behaupten, dass die Konstante ¢ nicht Null ist, denn die fithrenden Ter-
me 2™~ ! der f; sind verschieden. In der Tat ist

-----

und durch Zeilenoperationen formt man diese Determinante zu einer vom
VandermondZschen Typ um.
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Die Abbildung

QL (X)9 — g-Differentiale
(Wiyenoywg) — W(wi, ... wy)

ist alternierend, faktorisiert also iiber A9Q% (X) und nach Korollar|6.7]ist die-
ser Vektorraum isomorph zu C. Deswegen sind fiir zwei beliebige Punkte
z,y € X die Wronski-Determinanten C-linear abhingig und es gilt ord, W, =
ordy W, = w(y), was noch zu zeigen war. O

Anstatt tiber die Liicken kann man das Gewicht eines Punktes auch tiber die
Dimensionen ¢(n [z]) berechnen. Aus Lemma 9.2|folgert man leicht:

Lemma9.7 Ist + € X ein beliebiger Punkt, so gilt w(z) = 1 — w +

S5 o []).

9.2 Hyperelliptische Kurven

Wir studieren hier eine wichtige Klasse von Beispielen fiir Riemannsche Fla-
chen. Bisher hatten wir Riemannsche Flachen intrinsisch, d.h. als Verklebung
von Karten, oder als Uberlagerung erhalten. Dieser Abschnitt gibt Gelegen-
heit, die extrinsische Sichtweise, d.h. Untermannigfaltigkeiten eines umge-
benden Raumes, kurz einzufiihren. Sie wird iiblicherweise in der algebrai-
schen Geometrie, insbesondere bei algebraischen Kurven verwendet. Daher
auch der Begriff hyperelliptische Kurven, obwohl hyperelliptische Riemann-
sche Flachen auch {iblich ist und vielleicht konsequenter wére.

Definition 9.8 (hyperelliptisch) Eine kompakte Riemannsche Fliche X heifst hy-
perelliptisch, falls es eine holomorphe Abbildung f : X — P! vom Grad 2 gibt.

Ist X hyperelliptisch, so sagt der Satz von Riemann-Hurwitz, dass die An-
zahl der Verzweigungspunkte gleich 2¢g + 2 ist.

Proposition 9.9 Jede Riemannsche Fliche X vom Geschlecht g(X) < 2 ist hyperel-
liptisch.

Beweis: Ist g(X) = 0, so ist f(z) = 22 eine Uberlagerung vom Grad 2. Ist
g(X) = 1, und D ein beliebiger effektiver Divisor vom Grad 2, so ist nach
Riemann-Roch ¢(D) = 2. Also gibt es eine nicht-konstante Funktion in £(D).
Diese hat Grad 2, definiert also die gewiinschte Uberlagerung.

Ist schliefilich g(X) = 2, so ist /(K) = 2 fiir jeden kanonischen Divisor K.
Wiederum gibt es eine nicht-konstante Funktion in £(K) und diese hat den
gewtlinschten den Grad 2, da K effektiv ist. O
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Wir wollen nun alle hyperelliptischen Kurven konstruieren. Seien dazu nun

21, ..., %2942 paarweise verschiedene Punkte in C. Wir betrachen
2g+2
X*={(z,y) €C? : ¢* = H (x —z)} 9.1)
i=1

und die Projektionsabbildungen
Py X" = C, (z,y) =2 sowie p,: X" —=C, (z,y)—y.

Satz 9.10 Die Menge X* kann mit der Struktur einer Riemannschen Fliche X* C
C? versehen werden, sodass die Projektionsabbildungen holomorph sind.

Es gibt genau eine Kompaktifizierung von X* zu einer kompakten Riemannschen
Fliiche X, sodass sich p, zu einer Abbildung p, : X —s P& vom Grad zwei fortsetzt.
Insbesondere ist X also hyperelliptisch.

Umgekehrt kann man zu jeder hyperelliptischen Kurve p' : Y’ — P! den offenen Teil
p'~1(C) durch eine Gleichung wie in beschreiben, falls p iiber co unverzweigt
ist.

Beweis: Wir betrachten X* C C? mit der induzierten Topologie. Ist 7o # 2, sO

ist p, eine Kartenabbildung am Punkt (x¢, y9), denn

2g9+2

rr— |z, £ H(x—zi)
i=1

ist, fiir die richtige Wahl des Vorzeichens, eine stetige Umkehrabbildung. Ins-

besondere ist pj |+ )-1(c\{z eine unverzweigte Uberlagerung. In den

----- 22g+2
tibrigen Punkten (z;, 0) behaupic];n}ilvir, dass p, eine Karte ist. Wir bezeichnen
die rechte Seite von (9.1) mit g(x). Dann ist g—g(zi) # 0, da die Punkte z; paar-
weise verschieden sind. Der Satz {iber implizite Funktionen liefert also die ge-
suchte lokale Umkehrabbildung. Verkettungen dieser Kartenabbildungen und
der lokalen Umkehrabbildungen sind offenbar holomorph.

Zur Kompaktifizierung von X* schreiben wir die Gleichung in Termen
i um oo € P! um. Wir nehmen dazu an, dass alle z; # 0

sind, sonst fithren wir noch vorher eine Koordinatenverschiebung z — z 4 ¢

eines Parameters 7 =

auf C durch. Dann ist y> = [[727%(1 — ;) dquivalent zu

(y 2 (9+D) (2ﬁ2 zl) 1/2> 2 = 2ﬁ2 (E — Zl) 9.2)
i=1 7" i=1 t

. ~ _ 1 2942 1 1/2 . . . .
Setzen wir also § = yz (91 | s} Z) fiir eine beliebige Wahl der Qua-
dratwurzel, so definiert eine Riemannsche Fliache X3 und die Abbildung
(Z,y) — T eine zweibldttrige Uberlagerung p}, : X5 — C. Die Verkle-

bung von X* und X3 auf der offenen Menge {(z,y) € X* : = # 0} via
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(x,y) — (z,y) definiert die gewtinschte Kompaktifizierung X.

Umgekehrt, gegeben p’ : Y/ — P! vom Grad s mit z1,..., 29442 die Bil-
der der Verzweigungspunkte, so definiert obige Kompaktifizierung von y? =
[1%1%(x — 2) eine zweiblattrige Uberlagerung p, : X — P'. Um zu zei-
gen, dass X = Y’ behaupten wir, dass es geniigt einen Homdomorphismus
¥ : X — Y’ anzugeben, sodass p’ o ¢ = p, ist. In der Tat ist so ein ¢ auf
(pz)"H(C\{z1,...,224+2}) holomorph, denn auf dieser Menge ist p, bzw. p/ ei-
ne Kartenabbildung. Nimmt man nun einen der endlich vielen verbleibenden
Punkte P = p, !(z;) bzw. P’ = (p')71(2;) her, so ist bzgl. Karten (U, g) um P
und (V, h) um P’ die Abbildung h o 1 o g~! stetig und holomorph ausserhalb
von g(P), also tiberall holomorph.

Es gentigt sogar ¢ | -1 (C\{21,022042}) anzugeben, da die Fortsetzung auf
die diskrete Menge von Verzweigungspunkten von p, automatisch (eindeu-
tig) moglich ist.

Verzweigte Uberlagerungen vom Grad 2 von P!\ {z,..., 22942} bis auf Ho-
moomorphie entsprechen bijektiv den Untergruppen vom Index 2 von

TP\ {21,y 22912)) = (71, - -, Y2g42) =t Fagia

Da Untergruppen von Index 2 stets normal sind, kann man diese eindeutig
Homomorphismen
F: 294+1 — Z / 27

zuordnen. Der Homomorphismus zu p, und der zu p’ muss jede Schleife ~; auf
das nichttriviale Element in Z/2Z schicken, da p, (und p’) iiber den Punkten z;
wirklich verzweigt ist. Das legt aber den Homomorphismus und folglich die
Untergruppe von Fy 1 eindeutig fest. O

Das Argument im obigen Beweis besagt auch, dass hyperelliptische Kur-
ven stets einen Automorphismus besitzen, der die Deckgruppe der Grad-2-
Uberlagerung auf P} erzeugt. Dieser wird hyperelliptische Involution genannt,
sie Abbildung

Abbildung 9.1: Hyperelliptische Involution

Mit der konkreten Gleichung konnen wir auch holomorphe 1-Formen auf
hyperelliptischen Kurven konkret angeben.
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Proposition 9.11 Auf der hyperelliptischen Kurve X mit Gleichung (9.1)) ist eine
Basis von holomorphen Differentialen gegeben durch

5 g ey

Y Y Y

Beweis: Seien oo und oo~ die zwei Urbilder von oo € P! und f(z) die rechte
Seite der Gleichung in (9.1). Es ist

div(y) = [(21,0)] + ... + [(22g+2, 0)] = (g + 1) ([00™] + [007]) ,

wobei die Beschreibung bei co ohne Kartenwechselrechnungen aus Grad- und
Symmetriegriinden (Invarianz unter y — —y) folgt. Ebenso ist

div(z) = [(0,/f(0))] + [(0, =/ £(0))] — [00™] = [007]
bzw. div(z) = 2 - ([0,0]) — [oo™] — [007],

je nachdem ob Null unverzweigt oder verzweigt ist.

AuBlerhalb der Verzweigungspunkte ist = eine Karte, also ord(dz) = 0. Bei
(2i,0) ist y eine Karte und dr = d(y?)h(x), wobei h in der Nihe von (0, z;)
holomorph ist. Aus Grad- und Symmetriegriinden ist also

div(dz) = [(21,0)] + ... [(22g42,0)] — 2~ ([oo™] + [007]).

Daraus folgt, dass die angegebenen 1-Formen holomorph und offensichtlich
linear unabhdngig sind. O

Korollar 9.12 Ist X hyperelliptisch, so sind die WeierstrafSpunkte genau die Verzwei-
gungspunkte. Die Liickenreihe jedes solchen Punktes ist {1,3,5,...,2g — 1} und
folglich ist das Gewicht jedes solchen Punktes gleich g(g — 1) /2.

Beweis: Wir nehmen an, dass X durch die Gleichung gegeben ist. Die
Differentiale (z — 2;)7 %9” haben fir j = 0,1,...,9 — 1 bei (z;,0) Nullstellen der
Ordnung 0,2,4, ...,2g — 2. Daraus folgt die Behauptung tiber Liickenreihen.
Das Gesamtgewicht dieser (2g+2) WeierstrafSpunkte ist (2¢g+2) g(gT_l) =g(g>—

1). Also haben wir alle Weierstrafspunkte gefunden. O

Daraus folgt auch, dass hyperelliptische Kurven die Dimensionen /(n [z])
maximieren.

Korollar 9.13 Fiir einen beliebigen Punkt x auf X und n < 2g gilt {(n[z]) < 1+
| 5 | und die Gleichheit gilt genau fiir WeierstrafSpunkte auf hyperelliptischen Kurven.

Beweis: Sei ng eine Zahl fiir die die Aussage falsch ist. Es gentigt zu zeigen,
dass alle Liicken kleiner gleich ng sind, denn dann gilt die fiir grofle n wah-
re Konsequenz von Riemann-Roch /(n [z]) = n + 1 — g auch fiir ny und sie
impliziert ng + 1 = g + £(no [z]) > g + 1+ [ | und damit ny > 2g.
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Um dies zu zeigen, nehmen wir wiederum im Widerspruchsbeweis an, dass
m = ng + 1 eine Liicke sei. Dann ist fiir jedes i < |3 | eine der beiden Zahlen i
oder m — i auch eine Liicke, denn sonst wire m = i + (m — i) € I'; nach
der Halbgruppeneigenschaft. Also gibt es mindestens | | Liicken < m — 1.
Daraus folgt, dass £(ng [z]) < 1+ |5 |, im Widerspruch zur ersten Annahme.
Also ist m keine Liicke. Es folgt, dass auch /(m [z]) > 1+ | % | gilt. Wir kénnen
also denselben Widerspruchsbeweis fiir die grofiere Zahl m durchfithren, um
so induktiv die Behauptung zu zeigen, dass alle Liicken kleiner gleich ng sind.

Ist X hyperelliptisch und z ein Weierstrapunkt, so impliziert die Liicken-
reihe in Korollar dass {(n[z]) = 1+ 5] fiir n < 2g ist. Ist andererseits
bereits ¢(2[z]) = 2, so ist X hyperelliptisch und z ein WeierstrafSpunkt, da
es somit auf X eine nichtkonstante holomorphe Abbildung nach P! gibt, die
genau bei x eine doppelte Polstelle hat, also von Grad 2 mit = als Verzwei-
gungspunkt ist. O

9.3 Die Endlichkeit der Automorphismengruppe

Wir haben alle Begriffe zusammen, die wir im Beweis des folgenden Satzes
benotigen.

Satz 9.14 Ist X eine kompakte Riemannsche Fliche mit g(X) > 2, so ist die Auto-
morphismengruppe endlich.

Dazu einige Voriiberlegungen, die von unabhidngigem Nutzen sind.

Proposition 9.15 Die hyperelliptische Involution (y, z) — (—vy, ) ist der einzige
Automorphismus ¢ (abgesehen von der Identitit) einer hyperelliptischen Kurve X
vom Geschlecht g(X') > 2, der mindestens 5 Punkte fixiert.

Beweis: Sei f : X — P! eine holomorphe Abbildung vom Grad 2. Jede wei-
tere Abbildung f : X — P! vom Grad 2 ist die Verkettung von f mit einer
Mobiustransformation A : P! — P!, dennist z € X ein WeierstrafSpunkt, so
sind die Funktionen 1/(f — f(z)), 1/(f — f(z)) und die Konstanten allesamt
in £(2[z]) und ¢(2 [z]) = 2. Aus der Existenz einer nichttrivialen Linearkombi-
nation folgt die Behauptung.

Sei also A diese Mobiustransformation mit der Figenschaft Ao f = f o .
Notwendigerweise fixiert A die Bildpunkte der Fixpunkte von ¢. Davon gibt
es mindestens 5/deg(f) > 2 und folglich ist A = id. Daraus folgt, dass ¢ die
Identitat ist oder die Blatter von f vertauscht. In diesem Fall ist ¢ die hyperel-
leptische Involution. O

Proposition 9.16 Sei X eine Riemannsche Fliche mit g(X) > 2. Dann hat ein nicht-
trivialer Automorphismus von X hochstens 2g + 2 Fixpunkte.
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Beweis: Sei z € X ein Punkt, der von dem Automorphismus ¢ nicht festge-
halten wird. Riemann-Roch impliziert, dass

t((g+1)[z]) > 2.

Wir nehmen also f € L£((g+ 1) - [z]) eine nicht-konstante Funktion und setzen
h = f— fop Dah(x) = {z,0 ! (x)} und bei jedem dieser Punkte die
Abbildung hochstens die Ordnung g + 1 hat, ist deg(h) < 2g+ 2. Also hat Null
hochstens 2g + 2 Urbilder unter & und jeder Fixpunkt von ¢ ist eine Nullstelle
von h. 0

Hieraus konnen wir die angekiindigte Endlichkeit der Automorphismen-
gruppe folgern.
Beweis von Satz Ein Automorphismus bewahrt Polordnungen von
Funktionen (und auch Nullstellenordnungen von 1-Formen). Also permutiert
er die Menge W der Weierstraipunkte. Da W endlich ist, gentigt es zu zeigen,
dass die Untergruppe Aut(X)w < Aut(X), die trivial auf den Weierstrafs-
punkten operiert, endlich ist.
Ist X hyperelliptisch, so fixiert so ein Automorphismus mindestens 2g +2 > 5
Punkte, ist also die Identitdt oder die hyperelliptische Involution.
Ist X nicht hyperelliptisch, so ist w(z) < @ fir jeden WeierstraSpunkt x
nach untenstehendem Lemma Also gibt es mindestens 2g + 3 Weierstrafs-
punkte und Aut(X )y = {id} in diesem Fall. O

Lemma 9.17 Ist X nicht hyperelliptisch, so ist w(z) < @ fiir jeden Punkt x €
X.

Beweis: Aus Lemma und Korollar folgt, dass w(z) < @ und dass
diese Ungleichung strikt ist, sobald eine der Ungleichungen in Korollar 9.13]
strikt ist. Dies ist auf einer nicht-hyperelliptischen Kurve wegen /(2 [z]) = 1
tiir alle « schon fiir n = 2 der Fall. O

10 Perioden und die Jakobische

Sei X eine kompakte Riemannsche Flache vom Geschlecht g > 1. Im Abschnitt
tiber flache Flachen haben wir bereits mehrfach mit den Abstianden d(z,y) ar-
gumentiert, insbesondere falls  und y Nullstellen von w sind. Nach Definition
ist

Y
dwy) =int | [o],

wobei das Infimum {iber alle Wege von = nach y genommen wird. Allgemein
spielen die Integrale von w iiber geschlossene Wege oder Wege zwischen Null-
stellen eine wichtige Rolle bei der Parametrisierung des Raums aller flachen
Flachen.
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In diesem Abschnitt wollen wir zunichst keine Differentialform auf X aus-
zeichnen und allgemein die Rolle von Perioden, d.h. von Integralen holomor-
pher 1-Formen entlang geschlossener Wege, untersuchen.

Sei zp € X ein Referenzpunkt und w, .. ., w, eine Basis von Q!(X). Die Abbil-
dung
X — ¢
u: €T x T
x — (fxowl,...,fxowg>

ist nicht wohldefiniert, da die Integrale von der Wahl des Weges zwischen z
und z abhdngen und sich damit um Integrale entlang geschlossener Kurven
bei xy unterscheiden. Wir fixieren eine kanonische Zerschneidung von X in
ein Polygon P mit Seiten a;, b;, ai_l, b;l, jeweils ¢ = 1...g. Wir definieren die
Gruppe der Perioden von X als

A= {<Lw1,...,AwQ)T,7em(X,xo)} C 9.

Diese hingt offenbar nicht vom Basispunkt ab und A ist nach Satz erzeugt

von
T T
</w1,...,/wg> und (/wl,...,/wg> , 1=1...q.
a; a; b; b;
Ist @1, . ..,W, eine weitere Basis von Q'(X) und M € GL,(C) die Matrix des
Basiswechsels von wy, ..., wgy zu @y, . .., Wy, so gilt

T
A::{(/al,...,/ag> ,»yem(x,xo)}:M.A.
Y Y

Die Quotientengruppen CY9/A und C9/ A sind also isomorph, der Isomorphis-
mus wird durch Linksmultiplikation mit M gegeben. Die Isomorphieklasse
des Quotienten CY9/A, versehen mit einer Zusatzstruktur ,komplexer Torus”,
werden wir spéter als die Jacobische Jac(X'), von X bezeichnen. Zunichst ver-
gleichen wir Jac(X) mit einer weiteren Gruppe, die in nattirlicher Weise X
zugeordnet ist. Sei Div((X) die Untergruppe von Div(X') von Divisoren vom
Grad null und HD(X) C Divy(X) die Gruppe der Hauptdivisoren, d.h. der Di-
visoren von meromorphen Funktionen auf X. Die Quotientengruppe

Pico(X) := Divo(X)/HD(X)

heifdt Picardgruppe von X. Die oben definierte Abbildung u setzt sich zu einer
Abbildung

" Divo(X) — Jac(X)
| Yeex e 2] — Xiexnau(2)

fort. Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes.

Seite 121



Satz 10.1 (Abel-Jacobi) Die Abbildung w ist unabhingig von der Wahl eines Basis-
punktes und definiert einen Isomorphismus

u : Pico(X)— Jac(X).

Dem Beweis geht folgender Hilfssatz voraus, der Residuen von meromor-
phen Differentialen und Perioden in Verbindung bringt.

Lemma 10.2 Sei 1) eine meromorphe Differentialform, P ein kanonisches Polygon,
xg € P ein Basispunkt, w € QY(X) und uy,(z) = ffo w, wobei der Weg in P gewihlt
ist. Dann gilt

g g
277 - resg (uy - ) = — B + E oy,
zeX =1 =1

wobei o; = | w, ;= T = ¢ und az-:/z/;.
b;

a; b; a;
Beweis: Sei P’ ein Polygon, das in P einbeschrieben ist und alle Pole von ¢

enthélt. Die Seiten von P’ seien mit a}, b}, ¢; und d] wie in Abbildung10.1]be-
zeichnet.

7 000000005

Abbildung 10.1: Das Polygon P’ in der kanonischen Zerschneidung P

Sei U; eine einfach zusammenhingende Umgebung von a; \ {2}, wobei
Zoo € X der Eckpunkt des Polygons ist. Wir fixieren zudem Punkte z1, 22 € U;
auf gegentiberliegenden Seiten von a;. Fiir einen Punkt z € Uj; sei uy ;(z) =

fo’“ w+ ffk w fiir k = 1,2, wobei die Integrale iiber w in P bzw. in U; definiert
und daher wohldefiniert sind. Dann gilt

Ul,; — U5 =
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Definiert man analog Umgebungen V; um b; \ {2~} und fixiert y1,y2 € V; zu
beiden Seiten von b; und setzt vy, ; = | fo"’ w+ [ ya; w fiir k = 1,2 so ist

Ul,i - U2,i = / L W = —Q;.
a.

3

Folglich ist im Limes, wenn P’ sich an P annéhert

2mi Y res(upy) = lim> 7, (fa;uuﬂj) + fb;uuﬂ,b + fcguu/) + fdguw%ﬁ)
= zg:1 (fa (u1,i — u2,)9 + fbi (i — vz,i)dl)
= Z?ﬂ(ﬁi‘ﬁ*ff@"ai)-

O

Der Satz von Riemann-Roch kann zum Existenzbeweis von Funktionen
oder Differentialformen mit speziellen Null- oder Polstellenvorgaben verwen-
det werden.

Proposition 10.3 Ist 1) eine meromorphe 1-Form auf X, so ist )y res; () = 0.
Umgekehrt, seien x1,...,x,m € X Punkte und I'y,..., Ty, € Cmit 3 ;" Ty =0
vorgegeben. Dann gibt es eine meromorphe 1-Form  auf X, holomorph auflerhalb
der x;, hochstens einfache Pole bei den x; und mit res;, () = T';.

Beweis: Fiir die erste Aussage nehmen wir wieder die Polygone P’ und P
wie im vorigen Beweis. Nach dem Residuensatz fiir Gebiete in C ist
Ssex ress(¥) = 5 [, ap ¥, wenn wir P’ dicht genug bei P wiahlen. Zum an-
deren ist P’ aber eine Schleife um den Eckpunkt z, in deren Inneren keine
Pole liegen. Also ist f ap P =0.

Die Umkehrung ist eine Anwendung des Satzes von Riemann-Roch. Sei Dy =
[zl und Qp, = H°(X,Q% (Do) der Raum der 1-Formen mit hochstens
einfachen Polen bei den x; und holomorph auflerhalb. Ist w € Q!(X) und
K = div(w), so liefert f — f - w ein Isomorphismus auf £L(K + Dy)—Qp,.
Ist m = deg(Dy), so ist

Res - QDO — Ccm
’ v — (resy, (W), ..., resy, (1))

eine lineare Abbildung, deren Kern genau Q'(X) ist, und deren Bild in der
Hyperebene H mit Koordinatensumme Null liegt. Es ist

dimQp, = (K —(—=Dp))=m—1+g.

Da der Kern von Res g-dimensional ist, muss Res surjektiv auf H abbilden. [J
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Beweis des Satzes von Abel-Jacobi:

Schritt 1: Hauptdivisoren liegen im Kern von u. Zum Beweis dieser Behaup-
tung sei D = div(f) = ) ng - [z] ein Hauptdivisor und ¢ = %. Nach dem
Lemma ist fiiri € {1...g} die i-te Komponente

u(D)i = Y, Mg Uy (w) =, Resy(uy, - )
= (U@ Uy D+ U@ - U, D)

Die Integrale fai d—;, fbi % liegen in 27i - Z, denn der Logarithmus ist genau
2mi - Z-vieldeutig. Daraus folgt die Behauptung.

Schritt 2: Die Spalten von A in obiger Basis {ai,...,a4,b1,...,b4} von
71 (X, 70)% erzeugen CY als C-Vektorraum. Wir bezeichnen zum Beweis die-
ser Behauptung diese Spalten mit .S; fiir i = 1,...,2g. Falls die Behauptung
falsch ist, gibt es eine nicht-triviale Linearform p = (u1, ..., pg) € CY, sodass
das Erzeugnis der S; im Kern von p liegt. In diesem Fall ist w = Zle Wi
eine holomorphe 1-Form, deren Perioden alle verschwinden. Also ist f;o w ei-
ne wohldefinierte holomorphe Funktion auf X, notwendigerweise konstant,

da X kompakt ist. Dann aber ist w = 0, was der Definition von wy, ..., w, als
Basis von Q!(X) widerspricht. In Vorbereitung auf den nichsten Schritt num-
merieren wir die Spalten um und setzen T; = —S;,, firi € {1,...,g} und

T;=Si—gfurie {g+1,...,2g}.

Schritt 3: Der Vektor A = (A,..., Ay) € C29 erfiillt Z?ﬁl AiS; = 0 genau dann,
wenn es ein it = (p1,. . ., fig) € CY gibt mit der Eigenschaft \; = Z?:l wi- (T3);
fir allei = 1,...,2g9. Zum Beweis hiervon nehmen wir an, dass es so ein p
gibt. Dann ist ¢ = E?=1 pjw; holomorph. Nach dem Lemma leistet also
i = —fbiwﬁiri =1,...,gund \; = faiqﬁfﬁri =g+1,...,2g das Verlangte.
Umgekehrt ist nach Schritt 2 die Abbildung

C% —

A — YHONS
surjektiv. Nach der ersten Implikation enthdlt der Kern das Bild von

cI — C%
o= ik (D))

Genau wie in Schritt 2 zeigt man, das K injektiv ist.
Schritt 4: Auf Picy ist u injektiv. Sei zum Beweis hiervon also D = ) n,[z]
ein Divisor vom Grad Null mit u(D) = 0 in Jac(X). Wir wollen zeigen, dass
es f : X — P! gibt mit D = div(f). Sei ¢ ein meromorphes Differential
mit einfachen Polen und Residuen n, bei  und holomorph sonst. Sobald wir
gezeigt haben, dass wir [, ¢ € 2mi Z und fbi Y € 2mi Z erreichen konnen,
leistet f(z) = exp( f:o 1) das Verlangte: Die Wohldefiniertheit von f ist klar
und in der Nahe eines Pols x von v ist ¢(z) = ny - %, also

f(z) = exp(ng - (log(2) — log(20)))
= 2" - exp(—ng log(zo))-
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Damit 148t sich f durch f(x) = 0 falls n, > 0 und f(z) = oo falls n, < 0
stetig und damit holomorph fortsetzen und wir erhalten div(f) = D. Zum
Nachweis der Integralbedingungen bemerken wir, dass nach Voraussetzung

und Lemma [10.2]
A> U(D) = Z;g Ny - u(x) = Zx(resx(uwli/)), .. aresx(uwgd)))

= 35 211 (OkSk — ThSkg)

gilt, wobei wie oben 7, = [, ¥ und o = [, 1. Alsoist

21

1 Z 29
> (0kSk — TkSkig) = D miSk
k=1 k=1

mit my € Z. Nach Schritt 3 gibt es also u = (u1, ..., 1g) mit 7, — 2mimy, =
Z?Zl wj- (Ty), furalle k € {1,...,2g}, wobei wir jetzt 7, = o, und T4y = —7
fur k € {1,..., g} gesetzt haben. Also hat ¢, = ¢ + Zj pjw; die gleichen Pole
und Residuen wie ¢ und nun wirklich Perioden in 273 - Z.

Schritt 5: Wir zeigen die Surjektivitit von u. Wir nehmen dazu ein Tupel
z1,...,T4 von Basispunkten in X her, das wir spéter noch genauer festlegen.
Da der Definitionsbereich von u Divisoren vom Grad Null sind, stimmt fiir y;
in einer Umgebung V; der z; die oben definierte Abbildung u mit

[-v — «
Yi

U"(Vi)i : (yl,...,yg) — ( le iy wk)

i k=1,..g
tiberein. Da das Bild von u eine Gruppe ist, geniigt es zu zeigen, dass u/(y;),
surjektiv auf eine Umgebung der Null ist. Ist z; eine Koordinate bei x; und
wr = fir(zi)dz; in dieser Koordinate, so besagt der Satz tiber implizite Funk-
tionen, das Surjektivitit auf eine Umgebung aus

det (fik(0)); o1, 4 # 0

folgt. Also ist zu zeigen, dass die Auswertungsabbildung

o | QLX) — CY
| w=f(zi)dz o— (f(z1),..., f(zg))

ein Isomorphismus ist. Offenbar gentigt es dafiir, Ker(ev) = 0 zu zeigen. Um
das sicher zu stellen, wiahlen wir nun die Punkte z; geeignet. Sei w; # 0 be-
liebig und x; mit wy(z1) # 0. Sei we # 0 mit wa(x1) = 0 gewdhlt. (Falls es so
ein wy nicht gibt, sind wir sowieso fertig). Wir nehmen xo # x; mit wa(x2) # 0.
Schliefslich nehmen wir ws # 0 mit ws(z1) = ws(z2) = 0 (falls es das noch gibt),
wahlen x3 ¢ {x1, 2} mit wz(x3) # 0 usw. Falls wir den Prozess nicht bis zum
g-ten Schritt durchfiihren kénnen, sind wir (wie oben) sowieso fertig. Ander-
falls ist Matrix (ev(w;), . . ., ev(wy) nach Konstruktion eine Dreiecksmatrix und
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wir haben durch diese Konstruktion eine Basis wy, . .. ,w, von Q! (X) erhalten.
Verschwindet nun die Evaulation einer Linearkombination > 7_, yi,w; bei allen
Punkten z;,j = 1,..., g, so argumentiert man sukzessive mit der Dreiecksge-
stalt, dass p; = 0 fiir alle 4. O

Lemma 10.4 Die Spaltenvektoren Sy, . .., Soq sind R-linear unabhiingig.

Beweis: Wir nehmen an, dass dies nicht so ist. Dann ist A in einer reellen Hy-
perebene von R?9 enthalten, also C//A = R x (R*~!/A) ist nicht kompakt.
Wir betrachten die stetige Abbildung

{Xg —  Picg(X) =5 CI/A
v

(@) — Siy@) = @) — (S [F e S [ ).

Da X9 kompakt ist, ist auch das Bild kompakt. Andererseits behaupten wir,
dass v surjektiv ist. Von u haben wir die Surjektivitit bereits gezeigt. Sei D €
Divy(X) beliebig. Nach Riemann-Roch ist

Ug-[ro] + D) =2g+1—g=1,

also gibt es eine Funktion f mit div(f) = Y% , [z;] — ¢ - [xo] — D. Das bedeutet,
dass modulo Hauptdivisoren D = 7 | ([z;] — [zo]) ist, und damit im Bild
von XY liegt. O

Definition 10.5 Eine Untergruppe L C R? heifit Gitter, falls L = Z¢ ist und L
diskret in R? liegt.

Satz 10.6 L C R ist Gitter genau dann, wenn L = 74 und L nicht in einer Hyper-
ebene liegt.

Korollar 10.7 Das Periodengitter A ist ein Gitter in R?9. Wir definieren {x} = x —
[x] € [0,1) fiir ein x € R.

Beweis des Satzes: Seien by, ... ,b; Erzeugende von L. Wenn L nicht in einer
Hyperebene liegt, so ist {b1, ..., by} eine R-Basis von R%. Daher ist

{a1bi + ...+ agbg: —1 < a; <1} N L = {0}.

Die Menge {a1b1 + ... - agbg : —1 < «; < 1} ist ein Parallelotop in RY, sie
enthilt also eine Kugel um Null von einem Radius p. Wire L nicht diskret, so
gibe es eine Folge z # (,, € L, die gegen ein = € R? konvergiert. Dann ist aber
limy, 00 |6 — nt1|| = 0. Insbesondere ist fiir ein n der Abstand ||¢,, — £ 11| < p
und ¢,, # {+1. Folglich liegt ¢,,;1 — ¢, in der p-Kugel um Null. Umgekehrt,
sei d = dim(by,...,bg)r < d. Ohne Einschrankung konnen wir annehmen,
dass b1, ...,by diesen Unterraum Ly als R-Vektorraum aufspannen. Es gilt
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by = Z?lzl pib; und die pi; liegen nicht alle in Q, sonst wére L nicht isomorph
zu Z%, Also liegen fiir alle n € N die unendlich vielen Punkte Zg/zl{nui}bi
einerseits im Gitter, andererseits in der beschrankten Menge

{a1b1+...+ad/bd/:0<ai<1 fur iE{l,...,d/}.

Also ist L nicht diskret. O

10.1 Ein Beispiel

Gegeben sei die Uberlagerung f : X — E mit der Monodromiedarstellung
pla) =(123)(456) € Sgund p(b) = (142) (365) € Sg. Als flache Flache

mit w = f*wg ist diese untenstehend abgebildet. Wir nehmen nun den Fall,

dass X den Torus mit Perioden 1 und ¢ = e2mi/6

2 1 5
/7T
a2
L)oo ]
T
7/@@ @/7

2 4 5

tiberlagert.

Abbildung 10.2: Die flache Fliche X zur Monodromiedarstellung ¢

Was ist die Periodenmatrix von X? Die geschlossenen Wege aj, as, b1, ba
bilden eine symplektische Basis von H;(X,Z), d.h. die vorzeichenbehaf-
tete Schnittpaarung (siehe einen folgenden Abschnitt) erfillt (a;,b;) =
dij, (ai,a;) = (b;,b;) = 0 fur alle (¢, j). Wir nehmen fiir den Moment ohne
Beweis an, dass wir die Eintrdge der Periodenmatrix statt mittels der Wege
einer kanonischen Zerschneidung auch mit Hilfe einer symplektischen Basis
berechnen kénnen. Ist {w,ws} also eine Basis von Q! (X), so sehen wir leicht,
dass die erste Zeile der Periodenmatrix (3,3, ¢ +1,{ + 1) ist. Aber wie kommt
man an die zweite Zeile heran und fiir welches w; ist diese giinstig zu be-
rechnen? Im Allgemeinen ist diese Aufgabe (fast) hoffnungslos und auch hier
gelingt sie nur aufgrund vieler Zufélle. Zunéchst stellen wir fest, dass X als
Translationsflache gleich den folgenden Fliachen ist.

Aus der Eulercharakteristik sehen wir, dass g(X) = 2 ist, also hyperellip-
tisch sein muss. Die Rotation der Sechsecke um 180° gefolgt von Vertauschen
der zwei Sechsecke ist kompatibel mit den Verklebungen der Kanten und hat
genau 6 Fixpunkte, die Kantenmitten. Es ist also die hyperelliptische Involu-
tion h : X — X. Wir bezeichnen die zugehdrige zweiblattrige Uberlagerung
mit 7 : X — P
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Abbildung 10.3: Weitere Zerschneidungen von X

Die Rotation jedes Sechsecks um 60° ist ein weiterer Automorphismus ¢
von X. Man beachte, dass (? die Blatter nicht vertauscht, also nicht gleich
h ist. Offenbar gilt aber ¢ o h = h o . Daher gibt es einen Automorphismus ¢
von P!, sodass mo ¢ = @ or =: 7 ist. Betrachtet man die Verzweigungspunkte,
so wird klar, dass m wieder Grad 6 hat. Legt man die Fixpunkte von ¢ nach 0
und oo und normiert mit Hilfe einer geeigneten Mdbiustransformation einen
Verzweigungspunkt von m nach 1, so miissen die anderen Verzweigungspunk-
te ¢§,i = 1,...,5 sein. Also hat X die Gleichung

g2 =251

und es gilt
h(yvz) = (_ya Z)> @(ya Z) = (y7C6 ’ Z)

Da ¢ die flache Struktur respektiert, gilt p*z = X - z fiir ein A € C*. Anhand
der Perioden sieht man sofort, dass A\ = (g sein muss. Nun wird auch die na-
tiirliche Wahl von w, klar. Da Q! (X) = <%, z%> ist, sind die Eigendifferentiale
von ¢ gerade ‘;—Z und z%. Das erste hat Eigenwert (s, das zweite Eigenwert (2.
Das erste muss also w sein, das zweite nehmen wir als wy. Als ndchstes wollen
wir die Aktion von ¢ auf Hy (X, Z) = 71(X)® bestimmen.
Im Bild ist die sympektische Basis {a1, az, b1, b2} mit Perioden (3, 3,( +
1, + 1) nochmal in der Sechseckprisentation der Fliche gezeichnet. Im
Bild [10.5]ist

ein geschlossener Weg eingezeichnet, der offenbar homotop zu ¢(a,) ist. Er
setzt sich aus by, by, —as, bs und der Schleife um den schwarzen Punkt, wel-
che natiirlich nullhomotop ist, zusammen. Also ist ¢(az) = b1 + 2by — as €
H\(X,7).
Ganz analog ist ¢(a1) = 2by + be — a1 und ¢(b1) = ¢(a1) — b1 = b1 + b2 — a3
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Abbildung 10.4: Symplektische Basis von H;(X,Z) und Bestimmung
von ¢(az) € Hi(X,Z)

sowie analog ¢(ba) = by + by — ap 13t sich mit gleicher Methode herleiten.
Also ist die Darstellungsmatrix von ¢ auf H;(X,Z) in der Basis {a1, a2, b1, b2}

gleich
-1 0 2 1
0 -1 1 2
M, =
-1 01 1
0 -1 1 1

Fiir die Perioden gilt offenbar

/ T /@wj)(“p*)_l‘*’j' (10.1)

II = </ w]'/ Wj) 6C9X2g
a bi 0,j=1,.0.9

Ist also
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Abbildung 10.5: Symplektische Basis von H; (X, Z) und Bestimmung
von (as) € Hy (X, Z)

die Periodenmatrix und M, € GLy, die Darstellung von ¢ auf H;(X,Z) sowie
A, € GLy(C) die Darstellung von ¢ auf Q' (X), so besagt (10.1), dass

-1 T _
A, 1M, =1L
Im konkreten Fall muss also
¢tooo 3 3 1+¢ 1+¢ uT — 3 3 1+¢C 1+¢
0 2\ az B B2 v a; az By B2
gelten. Die obere Zeile priift man leicht nach, aus der unteren Zeile erhélt man
ein lineares Gleichungssystem fiir aq, o, 1, B2, dessen Losungsraum eindi-
mensional ist. Mehr kann man nicht erwarten, da wir w, als zweites Eigendif-

ferential nur bis auf skalare Vielfache spezifiziert haben. Die Periodenmatrix
in diesem Beispiel ist also

(3 3 1+¢ 14¢
w2,
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1 Grundbegriffe aus der Topologie

In diesem Abschnitt bezeichnen wir fiir eine Menge X mit P(X) immer die
Potenzmenge von X.

Definition 1.1 (Topologischer Raum) Ein topologischer Raum ist ein Paar
(X, O) bestehend aus einer Menge X und einer Menge O C P(X), so dass gilt:

i) Essind) € Ound X € O.
ii) Fiir alle Uy, Uy € O ist auch Uy NU; € O.
iii) Fiir jede Familie {U;};cr C O ist auch | J,c; U; € O.

Die Elemente von O heifSen offene Mengen, Komplemente U* von offenen Mengen U
heiflen abgeschlossene Mengen. O selbst heifit Topologie auf X.

i) Ist U C X offen und x € U, dann heifst U offene Umgebung von x. Ist
M C X eine beliebige Menge, die eine offene Umgebung von x enthilt,
dann heifst M Umgebung von x.

i) Fir Y ¢ X ist YV := Uveovcy U die grofite offene Menge, die in Y
enthalten ist und heif3t Inneres von Y.

iii) Fir Y C X ist Y := (\ecpyca A die kleinste abgeschlossene Menge,
die Y enthélt und heifst Abschluss von Y.

Sind zwei Topologien O, O, auf der gleichen Menge X gegeben mit O; C
O, dann heifst O; grober als O und O, feiner als O;.

Beispiel 1.2 Sei X eine beliebige Menge. Dann sind sowohl (X, {0, X}) als
auch (X, P(X)) topologische Raume. Wir nennen {0, X } die triviale und P(X)
die diskrete Topologie auf X .

Beispiel 1.3 Wie aus der Analysis bekannt definieren wir auf dem Raum R"
eine Topologie O durch folgende Vorschrift: Eine Menge U C R" liegt genau
dann in O, wenn fiir jeden Punkt 2 € U ein € > 0 existiert mit

B.(z):={yeR": |z —y|<e} CU.

Die Topologie O werden wir in der Notation oft unterdriicken, also nur von
einem topologischen Raum X sprechen.

Die Morphismen in der Kategorie der topologischen Rdume sind die steti-
gen Abbildungen:
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Definition 1.4 (Stetigkeit) Seien X, Y topologische Riume. Eine Abbildung f :
X — Y heifit stetig, wenn gilt: Fiir jede offene Menge U C Y ist auch das Urbild
F~HU) C X offen.

Eine stetige Abbildung f : X — Y heifst Homdomorphismus, wenn es eine stetige
Abbildung f~1:Y — X mit f1o f =idx und fo f~1 = idy gibt.

Die Komposition von zwei stetigen Abbildungen ist wieder stetig und die
Identitdtidx : X — X ist ebenfalls stetig.

Bei der letzten Definition ist etwas Vorsicht geboten: Anders, als man es aus
der linearen Algebra fiir lineare Abbildungen gewohnt ist, ist eine stetige Bi-
jektion nicht automatisch ein Homdomorphismus, die Umkehrabbildung also
nicht automatisch ebenfalls stetig.

Die grundlegendsten Methoden, aus gegebenen topologischen Raumen
neue Rdume zu basteln, sind die der Teilraum-, Summen-, Produkt- und Quo-
tientenbildung;:

Definition und Proposition 1.5 (Teilraum) Sei (X, O) ein topologischer Raum,
T C X eine Teilmenge. Wir definieren

O|TZ:{UQT:U€O}.

Dann ist (T, Or) ein topologischer Raum und O heif$t die von O induzierte Teil-
raumtopologie auf T'.

Insbesondere kann ein Teilraum 7" C X offene Mengen haben, die in X nicht
offen sind, so ist z.B. fiir X = Rund T = [0, 1] die Menge [0, 3) = (—348,3)NT
offenin 7.

Definition und Proposition 1.6 (Summe) Seien (X1, O;), (X2, O2) topologische
Riume, und X, + Xo := X [[ X2 die disjunkte Vereinigung von X; und Xo. Wir
definieren

O = {Ul Ul :U; € Ol}

Dann ist (X1 + X2, O) ein topologischer Raum, die topologische Summe von X
und Xs.

Definition und Proposition 1.7 (Produkt) Seien (X;,0),(X2,O2) topologi-
sche Raume. Wir definieren auf dem kartesischen Produkt eine Topologie O wie folgt:
Essei U C O genau dann, wenn es zu jedem Punkt x € U offene Mengen Uy C Oy
und Uy C Oq gibt mit x € Uy x Uy C U. Dann ist (X1 x Xs, O) ein topologischer
Raum, das topologische Produkt von X und Xs.

Das Produkt tragt damit die grobste Topologie, beziiglich der die beiden
Projektionsabbildungen
T - X 1 X X2 — Xl

stetig sind.
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Definition und Proposition 1.8 (Quotient) Sei (X, O) ein topologischer Raum,
~ eine Aquivalenzrelation auf X und

m: X = X/~ x> [2]
die kanonische Projektion auf die Menge der Aquivalenzklassen. Mit
O.:={UcP(X/~):7n 1 (U) € O}

ist dann (X/ ~, O.) ein topologischer Raum, der Quotientenraum von X modu-
lo ~.

Der Quotient tragt damit die feinste Topologie, beziiglich der die kanonische
Projektion stetig ist.

Im Folgenden einige wichtige Eigenschaften, die ein topologischer Raum
haben kann, sowie Aussagen iiber die Vertraglichkeit mit den bisherigen Kon-
struktionen:

Definition 1.9 (Zusammenhang) Sei X ein topologischer Raum.

i) X heifst zusammenhéangend, wenn gilt:
Fiir alle Uy, Us C X offen mit Uy NUy = O und Uy UU, = X gilt Uy = (0 oder
Uy = 0.

i) X heifst wegzusammenhangend, wenn gilt:
Fiir alle x,y € X existiert ein Weg von x nach y, d.h. eine stetige Abbildung
v:(0,1) = X mit y(0) = z und y(1) = y.

Proposition 1.10 Sei f : X — Y stetig und f(X) mit der Teilraumtopologie von Y
ausgestattet. Dann gilt:

i) Ist X zusammenhingend, dann ist auch f(X) zusammenhingend.
ii) Ist X wegzusammenhingend, dann ist auch f(X) wegzusammenhingend.
ii1) Jeder wegzusammenhingende Raum ist zusammenhingend.

iv) Fiir Mannigfaltigkeiten (wie z.B. Riemannsche Flichen) gilt sogar: Jede zusam-
menhingende Mannigfaltigkeit ist wegzusammenhingend.

Definition 1.11 (Hausdorffraum) X heifit Hausdorffsch, wenn gilt:
Fiir alle x,y € X existiert eine offene Umgebung U, von x und eine offene Umge-
bung U, von y mit U, N U, = (.

Teilrdume von Hausdorffraumen sind Hausdorffsch. Zwei nicht-leere to-
pologische Rdume sind genau dann Hausdorffsch, wenn ihre Summe Haus-
dorffsch ist und genau dann, wenn ihr Produkt Hausdorffsch ist.
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Definition 1.12 (Kompaktheit) X heifst kompakt, wenn gilt:

Jede offene Uberdeckung hat eine endliche Teiliiberdeckung, soll heifien: Ist {U;}icr
eine Familie von offenen Mengen in X mit | J,.; U; = X, dann existieren endlich
viele iy, ..., 1, € I mit J,_, U;, = X.

Proposition 1.13 i) Ist X kompakt und f : X — Y stetig, dann ist f(X) eben-
falls kompakt.

ii) Ist X kompakt und A C X abgeschlossen, dann ist A ebenfalls kompakt.
ii1) Ist X ein Hausdorffraum und K C X kompakt, dann ist K in X abgeschlossen.

iv) Zwei nicht-leere topologische Riume sind genau dann kompakt, wenn ihre Sum-
me kompakt ist und genau dann, wenn ihr Produkt kompakt ist.

Zum Schluss seien hier noch die Begriffe Grenzwerte und Haufungspunkte
erklart:

Definition 1.14 (Limes) Sei (x,,)ncn eine Folge in einem topologischen Raum X.
Ein Punkt x € X heifit ein Grenzwert oder Limes dieser Folge, wenn es zu jeder
offenen Umgebung U von x ein ng € N gibt, so dass x,, € U fiir alle n > nq gilt.

Folglich hat in einem Hausdorffraum jede Folge hochstens einen Grenzwert.

Definition 1.15 (Haufungspunkt) Sei Y C X. Ein Punkt x € X heifit Hau-
fungspunkt von Y, wenn fiir jede offene Umgebung U C X von x die Menge U NY
nicht endlich ist.

Proposition 1.16 I[nsbesondere ist jeder Grenzwert einer Folge aus Y ein Haufungs-
punkt von Y. Umgekehrt ist bei Mannigfaltigkeiten (wie z.B Riemannschen Flichen)
auch jeder Haufungspunkt von Y Grenzwert einer Folge aus Y.

2 Grundbegriffe aus der Gruppentheorie

2.1 Erzeuger und Relationen

Elemente von Gruppen werden durch Symbole dargestellt, z.B. in der multi-
plikativen Gruppe (Z/7Z\ {0}, ) durch 1,2, ..., 6, manchmal mit einem Quer-
strich um Restklassen anzudeuten. Aus diesen Gruppenelementen kénnen wir
duch Aufmultiplizieren neue bilden, z.B. das Gruppenelement 5 - 3 - 2. Jedes
Element hat ein inverses Element, das Inverse zu 5 bezeichnen wir mit 5-1. In
dieser Gruppe gelten Relationen zwischen den Symbolen, z.B. ist 2-3- 6! das
neutrale Element und auch 2 - 4 ist das neutrale Element. Diese Idee, Gruppen
mit Erzeugern und Relationen zu beschreiben werden wir hier knapp forma-
lisieren. Eine ausfiihrliche Quelle hierzu ist [MKS76].
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Sei A eine Menge von Symbolen, in diesem Kontext auch Alphabet genannt.
Ein Wort in A ist eine endliche Folge von Symbolen

w = (wywyws ... wy),

wobei jedes w; entweder ein Element von A oder von der Form a lmita e A
ist. Die Zahl n wird auch Lange des Worts genannt. Wir definieren das in-

verse Wort von w als w™" = w;' ... wy w!. Sind w = (wywaws ... wy)
und ¢ = (z12223 ... xs) Worte, so definiert man die Verkettung als wx =
W] ... Wy T +.. Ts.

Ist A eine Teilmenge einer Gruppe, so gibt es eine offensichtliche Auswer-
tungsabbildung ev, die jedem Wort ein Gruppenelement zuordnet, sodass
ev(wiws) = ev(wy)ev(ws) ist. Jedes Wort, dass unter ev auf das neutrale Ele-
ment abgebildet wird, nennt man Relation in der Gruppe. (Der Begriff Relator
anstelle von Relation ist auch gebrduchlich.) Die Relationen aa™! und a 'a
fir a € A gibt es in jeder Gruppe und sie werden triviale Relationen genannt.
Ist die Auswertungsabbildung surjektiv, so wird A erzeugend genannt.

Wir starten zundchst von einer gegebenen Gruppe G. Es gibt offenbar ver-
schiede Arten ein Gruppenelement als Wort zu schreiben. Dies formalisiert der
folgende Begriff.

Sei w ein Wort im Alphabet A. Dann heifst das Wort w’ aus w mit Hilfe der
Relationenmenge R abgeleitet, wenn es eine endliche Folge der folgenden zwei
Operationen gibt, die w in w' tiberfiihrt. Die erste Ableitungsoperationen ist
das Einfiigen eines des Worte r oder r~! fiir € R oder r einen der trivia-
len Relationen. Die zweite Ableitungsoperation ist das Herausstreichen von r
oder r~! fiir r € R oder fiir r eine der trivialen Relationen. Kann man je-
de Relation in G auf diese Art aus einer Relation in R ableiten, so wird die
Relationenmenge R definierend genannt. Ein Paar (A, R) bestehend aus einem
Erzeugendensystem und einer definierenden Relationenmenge wird Prisenta-
tion der Gruppe G genannt.

Offenbar besitzt jede Gruppe eine Prdsentation, indem man A = G nimmt
und fiir R alle Relationen, die in G gelten.

Definition 2.1 (Endlich erzeugt und prasentiert) Eine Gruppe G ist endlich er-
zeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem gibt. Sie ist endlich préasentierbar,
falls sie endliche erzeugt ist und es eine endliche definierende Relationenmenge gibt.

Wir wollen nun umgekehrt Gruppen aus einem gegebenen Alphabet A und
einer Relationenmenge R konstruieren. Dazu betrachten wir die Menge der
Worte in A und fithren darauf die Relation ~p ein, indem wir sagen, dass
w ~p w', falls w’ in obigem Sinne mit Hilfe von R aus w abgeleitet ist. offenbar
ist ~p eine Aquivalenzrelation.

Definition und Proposition 2.2 (Freie Gruppen) Die Menge der Aquivalenz-
klassen von Worten beziiglich der Relation ~ g ist bzgl. Verkettung von Worten eine
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Gruppe mit dem leeren Wort als neutralem Element. Wir bezeichnen sie als die Grup-
pe mit der Prasentation (A, R). Die Gruppe (A, () heifit die freie Gruppe F4 iiber
dem Alphabet A.

Beweis: Offenbar ist das leere Wort neutral bzgl. der Verkettung und das in-
verse Wort ist ein inverses Element. Die Verkettung von Worten ist assoziativ
und damit ist auch die Verkniipfung auf dem Niveau von Aquivalenzklassen
assoziativ. O

Freie Gruppen sind in gewissem Sinne die einfachsten Gruppen iiberhaupt.
Sie sind definiert durch Worte in Symbolen und ausser der Existenz eines In-
versen gibt es keine Relationen. Dadurch sind sie andererseits “alles andere’
als abelsch (zumindest wenn es mehr als ein Symbol gibt) und somit "kompli-
ziert’.

Der Rang einer freien Gruppe ist die Machtigkeit von A. Offenbar sind zwei
freie Gruppen von gleichem Rang isomorph. Die freie Gruppe vom Rang 1 ist
isomorph zu Z.

Die Untergruppe von SLy(Z) erzeugt von ({%) und (39), ist eine freie
Gruppe vom Rang zwei. (Die natiirliche Abbildung nach SL1(Z) bildet sie sur-
jektiv auf die Gruppe aller Matrizen I'(2) kongruent zu 1 modulo zwei auf den
Diagonalelementen und zu 0 modulo zwei auf den Nebendiagonalelementen
ab.) Der Beweis hiervon ist eine Anwendung des 'Ping-Pong-Lemmas’.

In einer Gruppe, die gegeben ist durch Erzeuger und Relationen ist es nicht
einfach zu entscheiden, ob zwei Elemente gleich sind, da es nicht klar ist, in
welcher Reihenfolge die Ableitungsschritte anzuwenden sind. Gleiches gilt fiir
die Frage, ob zwei Elemente konjugiert zueinander sind. Diese Fragen sind
als Wortproblem und Konjugationsproblem bekannt, fiir manche Gruppen be-
kannt und fiir viele Gruppen offen. In der freien Gruppe hat das Konjugations-
problem eine einfache Losung. Dazu nennen wir ein Wort w reduziert wenn w
keine Symbolpaar der Form aa™! oder a™! a fiir a € A enthilt.

Proposition 2.3 In einer freien Gruppe ist jedes Wort von genau einem reduzierten
Wort abgeleitet.

Beweis: Ist w nicht reduziert, so kann man an der ersten sich anbieteten Stelle

L g entfernen. Auf diese Weise

kiirzen, d.h. eine trivialen Relation a a~! oder a~
verkiirzt sich die Lange des Wortes und man endet nach endlich vielen Schrit-
ten bei einem reduzierten Wort p(w).

Es ist nur noch zu zeigen, das dieses reduzierte Wort das einzige reduzierte
Wort ist, dass aus w abgeleitet werden kann. Dazu stellt man fest, dass die
Kiirzungsprozedur offenbar die Eigenschaften p(w; w2) = p(p(wi)w), und
daher p(w; a®a ¢ wy) = p(wywy) fir alle a € A, ¢ € +1, w1, ws € Fy4 hat.
Angenommen zwei reduzierte Worte w und v sind voneinander abgeleitet.
Dann gibt es eine Folge von Worten w = wi,we,...,wr = v, sodass w41
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aus w; oder w; aus w;41 durch Kiirzen von a® a~° hervorgeht. Dann aber ist
w = p(w) = p(wy) = --- p(wy,) = p(v) = v, was zu zeigen war. O

2.2 Freie und amalgamierte Produkte

Freie Gruppen werden hier als Losung eines universellen Abbildungproblems
noch einmal auftreten. Als solches sind sie Spezialfall eines freien Produkts
und das wieder um ist der Spezialfall eines amalgamierten Produkts. Da amal-
gamierte Produkte bei Riemannschen Flachen zum Beispiel im Zusammen-
hang mit dem Satz von Seifert-van-Kampen auftreten, fangen wir mit diesem
allgemeinen Fall an.

Seien By, By und By Gruppen und s; : By — B; Gruppenhomomorphismen.

Definition 2.4 (Freies und amalgamiertes Produkt) Eine Gruppe G mit Homo-
morphismen o; : B; — G, i = 1,2, heifit amalgamiertes Produkt G = By xp, B
von By und By entlang s; : By — By, falls oy 051 = a0 59 gilt und folgende univer-
selle Eigenschaft erfiillt ist: Zu jeder Gruppe G' mit Homomorphismen o : B; — G,
sodass aj; o s1 = o o 5o gilt, gibt es genau einen Homomorphismus ¢ : G — G' mit
poa; =y fiiri =1,2.

Ist By = {1}, so heifit G = B * B freies Produkt.

Man kann die Definition von Amalgamen auch auch B;, i € I eine belie-
bigen Indexmenge, und ¢ : By — B; ausdehnen, siehe dazu und fiir weitere
Anwendungen von Amalgamen [MKS76] oder [Ser03, Kapitel 1].

Die Eindeutigkeit bis auf Isomorphie eines amalgamierten Produkts ist ei-
ne Standard-Schlussweise fiir universelle Abbdildungseigenschaften. Seien Gy
und G zwei amalgamierte Produkte. Dann liefert die Definition Homomor-
phismen ¢ : Gi — G und ¢ : Gi — G2. Wenn wir die Eindeutigkeitsei-
genschaft in der Definition auf G = G, G' = G und die Abbildungen v o ¢
sowie idg, anwenden, erhalten wir ¢ o ¢ = idg,. Das gleiche Prinzip auf G,
angewandt liefert ¢ o ¢ = idg, und somit sind G; und G2 isomorph.

Proposition 2.5 Amalgamierte Produkte existieren.

Beweis: Wir beschreiben By *p, By mit Erzeugern und Relationen. Als Erzeu-
ger nehmen wir alle Elemente von B, alle von B und alle Elemente von By.
Als Relation nehmen wir zunichst alle Element der Form zyz~"! falls alle drei
Symbole in der selben Gruppe B; liegen und falls in dieser Gruppe die Rela-
tion zy = 2 gilt. Hierzu nehmen wir noch die Relationen xzy~! hinzu, falls es
ein x € By gibt, sodass y = s1(x) € B; oder sodass y = s2(z) € Bs gilt. Die so
definierte Gruppe G kommt mit natirlichen Abbildungen «; : B; — G daher,
die z € B; auf die Aquivalenzklassen von z modulo der Relationen abbildet.
Die Relationen stellen auch sicher, dass fiir diese Abbildungen o 0s; = ag 059
gilt.
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Die derart mit Erzeugern und Relationen definierte Gruppe G erfiillt offen-
bar die universelle Eigenschaft: Sei G’ mit den Homomorphismen ¢ : B; — G
wie in der Definition des amalgamierten Produkts, d.h. mit o o s; = af, o s9.
Falls ein Homomorphismus ¢ : G — G’ mit ¢ o o; = « existiert, so muss
o(y;) = ol (y;) fiir alle y; € B; und @ = 1, 2 sein. Da solche y; die Gruppe G per
Definition erzeugen, ist ¢ eindeutig, falls es existiert. Zur Existenz von ¢ setzen
wir p(y;) = of(y;) firy; € B;und i = 1,2 und p(x) = of o s1(z) fiir z € By auf
Worte in diesen Erzeugern fort. Damit ist ¢ auf ganz G erklart und wir miissen
nur priifen, dass ¢ alle Relationen auf das neutrale Element in G’ schickt um
die Wohldefiniertheit sicherzustellen. Fiir Relationen zwischen drei Elementen
in B; ist dies durch die Homomorphie von o, gewéhrleistet. Fiir Relationen der
Form yz~! mit y = s;(x) ist dies aufgrund von o (y) = o/ (s1(z)) = al(s2(z))
sichergestellt. O

Diese Konstruktion von amalgamierten Produkten ist zu konkreten Rech-
nungen offenbar nicht besonders niitzlich, da das Erzeugendensystem un-
handlich grof$ ist. Konkrete Beispiele und praktisches Rechnen in amalgamier-
ten Produkten wird in [MKS76] eingehend behandelt.

Abschliefiend finden wir so die freien Gruppen wieder:

Proposition 2.6 Ist Fu, die freie Gruppe iiber dem Alphabet A; fiir i = 1,2, so ist
das freie Produkt Fa, * Fa, = Fia, 1] A2}

Beweis: Die Inklusion von Alphabeten definiert natiirliche Abbildungen «; :
Fa; = F{a,]] a,)- Damit liefert die universelle Abbildungseigenschaft des frei-
en Produkts einen Homomorphismus ¢ : Fa, * Fa, — Fya,114,}- Dieser trifft
jeden Erzeuger von F, [ 4,) und ist somit surjektiv. Sei w ein Element im
Kern von ¢. Dann ist w nach Konstruktion des amalgamierten Produkts eine
Kette von Worten w = wjws ..., w, mit w; € Fy, oder w; € Fju, fur alle
i = 1,...,n. Durch Zusammenfassen von Buchstaben in den jeweiligen Fy,
konnen wir annehmen, dass zwei aufeinanderfolgende Teilworte w; in ver-
schiedenen F4, liegen. Die Voraussetzung w € Ker(y) besagt, dass sich w
durch den obigen Kiirzungsalgorithmus p zum trivialen Wort ableiten lasst.
Nach der Voraussetzung iiber aufeinanderfolgende Teilworte w; und w; 1 fin-
det jeder Kiirzungsschritt innerhalb einer der Gruppen F'y, statt. Also ist p(w;)
das triviale Wort fiir alle ¢ und somit w das neutrale Element in F4, * Fy,. O
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