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2 KATHARINA HUBNER

1. KREISTEILUNGSKORPER

Wir wollen unser Repertoire an Beispielen fiir Zahlkérper um die Kreisteilungskor-
per erweitern. Das sind die endlichen Erweiterungen von Q, die durch Adjunktion einer
primitiven n-ten Einheitswurzel ¢, (fiir ein n € IN) entstehen.

1.1. Wiederholung aus der Algebra. Die grundlegenden Eigenschaften von Kreistei-
lungskorpern sollten aus der Algebra bekannt sein. In diesem Abschnitt geben wir eine
Zusammenfassung der wichtigsten Eigenschaften.

Definition 1.1. Sei n eine natiirliche Zahl und K ein Korper. Eine n-te Einheitswurzel
in K ist ein Element ¢ € K, das Nullstelle des Polynoms 7™ — 1 ist.

Die Menge der n-ten Einheitswurzeln in einem Korper bildet eine Gruppe beziiglich
der Multiplikation. Wir bezeichnen sie mit p, (K). Genauer kann sie beschrieben werden
als die n-Torsionsuntergruppe von K*. Da T™ — 1 in K maximal n Nullstellen hat,
ist die Ordnung von pu,(K) kleiner oder gleich n. Insbesondere ist p,(K) eine endliche
Untergruppe von K* und somit zyklisch. Fiir einen Erzeuger ¢ von p,(K) gilt (" = 1,
also

m = ord(C) = #pn(K) | n.

In der Tat sehen wir daraus, dass

Nm<K) = NH(K)

und die Kardinalitét von i, (K) ist m, also enthélt p,,(K) die maximal mogliche Anzahl
von Elementen. In dem Fall sagen wir auch, dass K die m-ten Einheitswurzeln enthalt.
Beispielsweise enthélt Q nur die ersten und zweiten Einheitswurzeln (also 1 und —1), aber
sonst keine weiteren. Das gleiche gilt fiir R. Die komplexen Zahlen C dagegen enthalten

alle n-ten Einheitswurzeln fiir jede natiirliche Zahl n. Es sind genau die Elemente der
Form e*™*/™ fiir k., n € IN.

Definition 1.2. Es enthalte K die n-ten Einheitswurzeln. Ein Erzeuger ¢, von p,(K)
heifst primitive n-te Einheitswurzel.

Die Wahl einer primitiven n-ten Einheitswurzel (,, € K induziert einen Isomorphismus

k— ¢k

Die Ordnung von ¢* ist n/ggT(n, k). Insbesondere ist (¥ genau dann eine primitive n-te
Einheitswurzel, wenn k teilerfremd zu n ist. Die Anzahl der Restklassen [k] modulo n, so
dass k teilerfremd zu n ist, ist durch die Eulersche ¢-Funktion gegeben. Folglich gilt

#{C € pn(K) primitiv} = p(n).

Die n-ten Einheitswurzeln sind genau die Nullstellen von 7" — 1 in K. Nehmen wir nun
an, dass K die n-ten Einheitswurzeln enthélt. Ist ¢ € p,,(K) bereits in p,,(K) fur einen
Teiler m von n enthalten, so ist ( bereits eine Nullstelle von 7" — 1. Das Polynom 7" — 1
ist ein Teiler von T™ — 1. Da T™ — 1 separabel ist, ist 7" — 1 ein Teiler der Multiplizitat 1.
Eine primitive n-te Einheitswurzel kann nun beschrieben werden als eine Nullstelle von
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T™ — 1, die keine Nullstelle von T — 1 ist fiir einen echten Teiler m von n. Mithilfe von
etwas Kombinatorik und der Mébiusschen g Funktion

u:IN— C,

dv— p(d) = {(—1)m d=p1-... pn Primfaktorzerlegung mit p; # p;

erhalten wir folgende Proposition.

0 d nicht quadratfrei

Proposition 1.3. Es gibt eine natiirliche Bijektion
{C € p,(K) primitiv} = {Nullstellen von ®,, := H(Tm — 1)nn/m)y

mln

Die rationale Funktion ®,, ist in der Tat ein Polynom und heifst n-tes Kreisteilungs-
polynom. Wegen obiger Bijektion ist ®,, ein Teiler von 7" — 1 und hat die alternative
Darstellung

e.(T)= [[ (T-0.

CEHn_(K)
primitiv

Da die Anzahl der n-ten Einheitswurzeln gleich ¢(n) ist, erhalten wir, wenn wir den Grad
von ®,, betrachten, folgende Formel

p(n) =Y mpu(n/m),
mln

die schon aus der elementaren Zahlentheorie bekannt ist.
Wenn n = p* eine Potenz einer Primzahl p ist, vereinfacht sich die Darstellung von ®,,:

™7 —1
(T) = @ (T) = T T
Insbesondere ist
T —1 -1 -2
Q,(T) = T3 =TP 4+ TP +... +T+1

und hat den Grad p — 1.

Wir wollen nun die Erweiterung Q(¢,,)/Q fiir eine primitive n-te Einheitswurzel ¢, € C
beschreiben. Da (,, die Gruppe p,(C) der n-ten Einheitswurzeln erzeugt, ist Q((,) der
Zerfallungskorper von T™ — 1 und insbesondere unabhéngig von der Wahl von (,. Wir
kénnen daher auch alternativ schreiben

Q(Cn) = Qln).

Wir nennen Q(u,) den n-ten Kreisteilungskorper von Q.

Aus obiger Uberlegung folgt auferdem, dass die Erweiterung Q(u,)/Q galoissch ist. Da
(,, ein primitives Element der Erweiterung Q(¢,)/Q ist, ist die Galoisgruppe Gal(Q(¢,)/Q)
eindeutig durch ihre Wirkung auf ¢,, bestimmt. Fiir o € Gal(Q((,)/Q) muss o((,) wieder
eine primitive n-te Einheitswurzel sein. Es gilt also

U(Cn) = g:fn(a)
fiir ein Element x,,(0) € (Z/nZ)™. Die Abbildung

Yo GalQ(6)/Q) — (Z/pz)”

o+ x(o)
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ist ein Gruppenhomomorphismus. Sie heiftt zyklotomischer Charakter.

Proposition 1.4. Der zyklotomische Charakter Y, induziert einen Isomorphismus

Cal(Q(¢)/Q) = (%/pz)
Beweis. Algebra. O

Daraus schlieffen wir auch, dass

Z X
Wir wollen nun ein besonderes Element der Galoisgruppe betrachten, dass immer in

Gal(Q(¢,)/Q) enthalten ist (fiir n > 3), ndmlich die komplexe Konjugation F. Auf den
Einheitswurzeln ¢ € C wirkt sie folgendermafsen:

F(Q)=¢"

Das sieht man sofort, wenn man sich daran erinnert, dass ¢ von der Form e?™*/" ist. Die
komplexe Konjugation F' hat Ordnung 2. Der entsprechende Fixkorper

Q)" = Q)"
ist vom Grad ¢(n)/2 iiber Q und

Tatsachlich gilt

Lemma 1.5.
QG)" = QG+ ¢ Y.

Beweis. Das sieht man indem man die Wirkung von F' auf ein allgemeines Element x
von Q(¢,) untersucht. Hierbei beachte man, dass die Potenzen ¢* fiir k € {0,...,n — 1}
teilerfremd zu n eine Basis von Q((,) tiber Q bilden. O

Falls n das Produkt zweier teilerfremder natiirlicher Zahlen m und k ist, gibt uns der
chinesische Restsatz einen Isomorphismus

7 ~ 7 Z
Inz. =" Imz < " kz
und fiir die Einheitengruppen

Z (7 % Z x
(“/nz) = (%lmz) x (“lez) -
Fiir die Gruppe der Einheitswurzeln bedeutet das
n(€) = 12(C) X 14(C)
und fiir die entsprechenden Galoisgruppen

Gal(Q(11a)/Q) = Gal(Qpin) /Q) x Cal(Q (i) Q).

Via Galoistheorie kénnen wir diese Aussage in folgende Aussage iiber Korpererweiterun-
gen tbersetzen: Der Erweiterungskorper Q(u,) von Q ist das Kompositum (in C) von
Q) und Q(pus):

Q(Nn) = Q(Mm)Q(Mk)
und Q(p,,) und Q(ug) sind linear disjunkt (in unserem Fall von Galoiserweiterungen

bedeutet das einfach Q(u,,) N Q(ur) = Q). Ist
kr

n:plfl-...-pr
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die Primfaktorzerlegung von n, so erhalten wir
Q(rn) = Q1) - - - Q)
und
Gal(Q(un)/Q) = Gal(Q(p, )/ Q) X ... x Gal(Q(ppr)/ Q)-

In vielen Féllen ist es ausreichend die Erweiterungen Q(su,x)/Q fiir eine Primzahl p und
eine natiirliche Zahl k zu untersuchen. Das entsprechende Resultat fiir Q(u,,) fiir beliebige
natiirliche Zahlen n folgt dann durch Kompositumbildung.

1.2. Der Ganzheitsring und die Diskriminante. Wir fixieren eine natiirliche Zahl
n € IN und betrachten den Kreisteilungskorper K = Q(u,,) = Q(¢,). In diesem Abschnitt
wollen wir den Ganzheitsring Ok und die Diskriminante d von K bestimmen. Da (, eine
Nullstelle des normierten Polynoms

" —1 € Z[T)
ist, ist (,, ganz iiber Z. Daher folgt
Z[¢,] C Ok.

A priori kénnte Ok echt grofser sein.
Zunéachst widmen wir uns einer bestimmten Sorte von Einheiten in Ok, also Elementen
von Ei = Of.

Lemma 1.6. Fir k,( € <Z/nZ>X ist

1-G
Tt € Ek.
, N/ : . 7 X
Beweis. Da ¢ und k Einheiten in %/, sind, gibt es r € < /nZ> , so dass
k=nrl

gilt. Mit der geometrischen Summenformel erhalten wir

1_4‘7];_1_(751)7"_ A Nr—1
1_C£_ 1_C£ —1+Cn+---+(Cn) EZ[Cn]QOK-

Genauso zeigt man
1— gk>‘1 1—¢t
— = - € Ok.
<1 —¢ =g

Daraus folgt

g

Mit anderen Worten kann man sagen, dass fiir zwei primitive n-te Einheitswurzeln (
und ¢’ das Element
1-¢
1-

eine Einheit ist, also ein Element von E.
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Definition 1.7. Einheiten der Form
1-¢
1-

fiir primitive n-te Einheitswurzeln ¢ und ¢’ nennt man Kreisteilungseinheiten.

Wir beschéftigen uns nun zunéchst mit den Kreisteilungskérpern der Form Q((,r) fiir
eine Primzahl p und eine natiirliche Zahl r. Deren Struktur ist einfacher und vieles kann
man explizit berechnen. Am Schluss werden wir daraus auf Aussagen iiber Q((,) fiir
beliebiges n schliefsen.

Lemma 1.8. Sei ¢ := (,r eine primitive p"-te Einheitswurzel und
Ai=1-—C.
Dann ist das Hauptideal
(A) =(1—-¢) €Ok
ein Primideal vom Tragheitsgrad 1 (iiber 7)) und es gilt
(p) = (N)?®P) = (ROl
(tiir die Eulersche p-Funktion).

Beweis. Nach Proposition 1.4 sind die Potenzen ¢* fiir k € <Z/prZ)X genau die p(p")
verschiedenen Galoiskonjugierten von ( iiber Q. Damit ist das Minimalpolynom von (

gleich
I @-¢
ke(Z/pr2)*
Nach Proposition 1.3 ist das genau das p"-te Kreisteilungspolynom
TpT - 1 r—1

O, (T) = =147 T T

Tr = —1
Setzen wir in beiden Darstellungen des Minimalpolynoms 7" = 1, erhalten wir die Glei-

chung
p= I1 a-¢= I =5 a-0m
ke (Z/prZ) > kEZ/p"Z L=<
Die Faktoren (1 — ¢*)/(1 — () sind Einheiten nach Lemma 1.6. Daher folgt

(p) = (1— C)@(pr) — ()\)so(pr)
als Ideale von Of. Wir untersuchen nun die fundamentale Gleichung

[Q(C) : Q] = gef
(fiir die Anzahl der Primideale g iiber p vom Verzweigungsindex e und Tragheitsgrad f).
Aus der obigen Idealgleichung folgt, dass der Verzweigungsindex e ein Vielfaches von
o(p”) sein muss. Da p(p") = [Q(¢) : Q], ist die einzige Moglichkeit, dass (A\) prim ist,
e=p@)und f=g=1. d
Die Erkenntnisse iiber das Primideal (A) = (1 —() fiir eine primitive p"-te Einheitswur-
zel ¢ werden eine wichtige Rolle spielen bei der Bestimmung des Ganzheitsrings O . Wir

brauchen noch eine weitere Zutat, nimlich die Diskriminante der Basis {1, ¢, ..., (#®)~1}
von K = Q(() tiber Q. Die Verbindung zum Ganzheitsring wird dann iiber die Inklusion

d(1,¢,...,¢?P) N0k C Z[(] C Ok
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aus Algebraischer Zahlentheorie 1 (AZT 1), Satz 3.11 hergestellt.

Lemma 1.9. Die Diskriminante der Basis
{1,¢,...,¢*")7 1y C Z[(] € Ok
von K := Q(() iiber Q ist
e r-1

d(l’ C’ T 7Cw(pr)71) = <_1) 2 pp ~Hrp—r-1)

(hierbei nehmen wir immer noch an p" # 2).
Beweis. Wir setzen K = Q(¢) und
d:=¢(p") = Q) : Q.
Die Galoiskonjugierten von ¢ sind die Potenzen (* fiir k € (Z / prZ> *Daher liefert die
Formel fiir die Diskriminante (AZT 1, Korollar 3.8):
_ ) i d(d—1) . i
d1,¢,....¢" Y =T[ -¢» =" [ -¢),
1<j i#]
wobei die Indizes i, 7 Elemente von {0,1,...,p" — 1} sind, die teilerfremd zu p” sind. Das
kénnen wir mithilfe der Ableitung des Kreisteilungspolynoms

P (T) = H(T - Cl)

(2

umschreiben. Setzt man in die Ableitung
e (T) =Y [T -¢)

Joit

fir ' den Wert (7 ein, erhélt man
®,(¢7) = [ = ¢).

i#]

Die Diskriminante wird dann zu
B d(d—1) ) d(d—1)
d(1,¢,. ¢ = (1) [ @) = (1) I[I o@.©)
J o€Gal(K/Q)

Auf der rechten Seite steht das Produkt iiber alle Galoiskonjugierten von ®’(¢), also nach
AZT 1, Satz 2.8, die Norm von @/, (¢):
d(d—1)

d(1,¢,....¢"7") = (=1)" = Njo(P}, ().

Jetzt miissen wir noch @/, (¢) berechnen. Ableiten von

™ —1
Oy (T) = T
ergibt
r—1 __ 7 r— r—_
o' (T) _ (Tp B 1)p7’Tp ' (Tp — 1)p lTp !

T 1p
Setzen wir nun 7" = ( ein, fallt der zweite Summand im Zahler weg und wir kénnen einen
1

Faktor (¢P" — 1) kiirzen:
p¢t

%(C) = Cpr_l—_l-
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. r—1 . . . oy . . . . . .
Die Potenz (P ist eine primitive p-te Einheitswurzel, wir nennen sie (,. Dann wird die
Diskriminante zu

d(17 <7 SRR Cd_1> = <_1)

d(d 1) NK/Q(p - ) (_1)@ pTdNK/Q(C_l)

Nijq(G —1) Now)/a(G — DEQGT
Es gilt
o) .

K:Q(G)=—==p

[ (] o)
Uber die Gleichung

pfl

p= = No)/e(l — )

1=

1
aus dem Beweis von Lemma 1.8 (fiir » = 1) kénnen wir die Norm von ¢, — 1 berechnen:

Na/a(Gp —1) = (=1 "No,a(l = G) = (=1)""'p.
Das ergibt dann fiir die Norm beziiglich K/Q:

Ni(G — 1) = Nr/ae,) (Ne@) /(G — 1))
[K-Q(G)]
= (No)/a(Gp — 1)

r—1

= (—)ET T = (1)
Jetzt fehlt noch
Nk = ] ¢
ke(Z/pZ)>

Ist p ungerade, so ist die einzige Potenz von (, die in Q enthalten ist, gleich 1, also ist die
Norm gleich 1. Fiir p = 2 muss man die Summe iiber alle ungeraden natiirlichen Zahlen
kleiner 2" berechnen:

27'71

Z(Qm o 1) — 27"71(27’71 + 1) o 27‘71 — 22(7‘71) — 27’ . 27‘72.

m=1
Das ist durch 2" teilbar (fiir > 1, aber den Fall 2" = 2, also 7 = 1 und p = 2 haben wir
ausgeschlossen). Daher ist

Nk q(¢) = ¢ =1

auch in diesem Fall.
Setzen wir alles zusammen, erhalten wir

rd
ALCo ) = () = ()t

Jetzt erinnern wir uns daran, dass
d=p(p)=@E-1)p "

Damit erhalten wir
d(d+1)

d(1,¢,..., ¢ = (=1) ),
Aufserdem ist d gerade (hier brauchen wir p" # 2). Deshalb gilt
()" = (f = ()T
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Proposition 1.10. Sei p eine Primzahl und r eine natiirliche Zahl. Dann gilt fiir

K =Q(¢):

Ok = Z[].
Beweis. Fiir p© = 2 ist K = Q und die Behauptung ist klar. Wir nehmen im Folgenden
p" # 2 an.

Wir wissen aus Lemma 1.8, dass der Tragheitsgrad des Primideals (A\) = (1 —() tiber p
gleich 1 ist, also

O ~ 7
Kok ="z
Daraus folgt
Ok =7Z+ \Ok =Z[¢] + \Ok.
Setzen wir auf der rechten Seite fiir Ox wieder Z[(] + AOf ein, so erhalten wir iterativ:
Ok = Z[¢] + \Ok
= Z[C] + MZ[¢] + AOk)
= Z[(] + N Ok

= Z[C] + N'Ok

fiir jedes n € IN.
Die Strategie ist nun zu zeigen, dass \"O fiir gentigend grofes n bereits in Z[(]
enthalten ist. Wir betrachten die Basis

{1,¢,...,¢"'Y C Ok
von K iiber . Dann gilt nach AZT 1, Satz 3.11:
d(1,¢,....¢"7h) - Ok C Z[(].
Setzen wir die Berechnung der Diskriminante aus Lemma 1.9 ein, so erhalten wir
pr O C ZIC) C Ok
Auferdem wissen wir aus Lemma 1.8, dass

pOj = Aw(pT)OK — )\ e

'rfl(

gilt. Daraus folgt
N p=Der—r=Dy, . C VAl
Wenn wir also die Gleichung
Ok =Z[¢] + \'Ok
fir eine natiirliche Zahl n > p"(p — 1)(pr — r — 1) untersuchen, dann gilt \"Ox C Z[(]
und folglich kénnen wir schlieffen, dass

4

An dieser Stelle haben wir den Ganzheitsring eines Kreisteilungskorpers der Form
Q(¢pr) bestimmt:
Ok = Z[Cp’"]
und
(1,¢, ..., CEP0™
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ist eine Ganzheitsbasis. Um einen allgemeinen Kreisteilungskérper zu behandeln brauchen
wir folgendes allgemeine Resultat iiber Komposita von Korpererweiterungen.

Proposition 1.11. Sei A ein Dedekindring mit Quotientenkérper K = K(A). Wir be-
trachten zwei endliche Galoiserweiterungen L /K und L'/ K, fiir die gilt LN L' = K. Wir
nehmen an, dass die Ganzabschliisse Ay, und Ay, iiber A Ganzheitsbasen

{e1,...,en} e, ....el,

besitzen (mit n = [L : K| und n’ = [L' : K]). Sind die Diskriminanten d und d' von L
und L' teilerfremd in A, so ist

{61'6;-} 1<i<n
1<5<n’

eine Ganzheitsbasis von LL' und d”'d"™ ist die Diskriminante.
Beweis. Aus Algebra wissen wir, dass

{61'6;-} 1<i<n
1<5<n/

eine Basis von LL'/K ist. Aufserdem ist LL'/K galoissch mit Galoisgruppe
Gal(LL'/K) = Gal(L/K) x Gal(L'/K).
Schreiben wir
Gal(L/K) ={o1,...,00}, Gal(L'/K) ={o},...,00,},

so erhalten wir explizit

Gal(LL'/K) = {0i0;} 1<i<n

1<5<n’
wobei die o; trivial auf L' und die o’ trivial auf L operieren.
Wir kénnen jedes Element a € Ay eindeutig in der Form

o= E jeqc)
ij

mit Koeffizienten a;; € K schreiben. Um zu zeigen, dass die e;e) eine Ganzheitsbasis
bilden, miissen wir nachweisen, dass die jeweiligen Koeffizienten oy; fiir jedes o € Ay
schon in A enthalten sind.

Wir betrachten die Matrix

T .= (U;G;)Z] c Mn’(AL’) g Mn’(ALL’)'
Mit ihrer Hilfe kann man die Diskriminante von L’ berechnen:
d = (detT)>.

Wir betrachten aufserdem fiir j = 1,...,n’ die Elemente

Bj = Zozijei €L - LL/
i=1
und die Vektoren
o &5}
a:= : , b= :

O';l/ (e /Bn/
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in (LL')". Es gilt sogar a € A%}, aber fiir b wissen wir das nicht. Nach Definition von «
gilt
a="Tbh.
Wir multiplizieren diese Gleichung mit der adjunkten Matrix 7%? und erhalten
T*a=T*Tb=detT -b.
Daraus folgt ,
detT -be A},
und insbesondere auch
d'b = (det T)%b € A7},
Komponentenweise bedeutet das gerade

dfj =) doie; € Ay
i=1
firalle j =1,...,n. Da{ey,...,e,} eine Ganzheitsbasis von Ay, iiber A ist, folgt daraus
d'aij €A
fiir alle Indizes ¢ und j.
Vertauschen wir die Rollen von L und L', so erhalten wir mit dem gleichen Argument,
dass
dozij €A
fiir alle 7 und j. Da d und d’ teilerfremd sind, folgt daraus
Q5 cA

fiir alle Indizes ¢ und j.
Nun fehlt noch die Berechnung der Diskriminante von LL’ iiber K. Sie das Quadrat
der Determinante der Matrix

M = (akaéeie;-)(u),(i’j).
Hierbei indizieren k und ¢ die Zeilen und ¢ und j die Spalten. Wir miissen fiir die Paare
(k,¢) und (7, j) nur eine Ordnung festlegen um eine tatséchliche Matrix zu erhalten. Fiir
die Diskriminante spielt die Ordnung keine Rolle, da umsortieren nur das Vorzeichen der

Determinante der Matrix dndert und wir diese am Schluss quadrieren. Wir sortieren also
die Paare (k, ) lexikografisch:

(1,1),(2,1),...,(n,1),(1,2),...,(n,2),...,(1,n'),...,(n,n)
und genauso fiir (7, j). Als (n’ xn’) Blockmatrix von (n x n)-Matrizen konnen wir dann M
in der Form

(ox€:i) ki 0 o1, - oyel,
M = : : . :
0 (Ox€:) ki o1, - oell,
schreiben. Dann kénnen wir die Diskriminante folgendermafsen berechnen:
d(eze}) = (det M)* = (det(akei)ki)%/(det(aze;)gj)% = d™)(d)".
U

Die obige Proposition kénnen wir nun auf Q(¢,,) anwenden um den Ganzheitsring und
die Diskriminante zu bestimmen.
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Satz 1.12. Sei n eine natiirliche Zahl mit Primfaktorzerlegung
n:plfl-...-p’:ﬁ
Fiir eine primitive n-te Einheitswurzel ¢, ist
{L.Gooes 27
eine Ganzheitsbasis von Q((,). Insbesondere gilt
O = Z[G)-
Die Diskriminante von Q((,) ist

nen)

1., p@(n)/(pi—l) ’

Beweis. Zunéchst machen wir uns klar, dass wir Proposition 1.11 auf das Kompositum
Q(¢) = Q") - - Q)

anwenden konnen. Das liegt daran, dass Q((pfi) die Ganzheitsbasis {1,(}7?“ ce CZ;(;D ie)}

E(zzcczl; und die Diskriminante eine p;-Potenz ist (also sind alle Diskriminanten teiler-

Die Produkte C’}Gl - .-C;;T bilden nach Proposition 1.11 eine Ganzheitsbasis von Q((,).
Py s
Sie liegen alle in Z[(,]. Da Z[(,] im Ganzheitsring enthalten ist, folgt daraus
Ok =72 [(n]

oder in anderen Worten {1,(,, ..., C;f(n)_l} ist eine Ganzheitsbasis.
Wir berechnen nun noch die Diskriminante. Damit die Notation nicht zu lang wird,
setzen wir

und
Dann gilt

Nun gibt uns Proposition 1.11

di = H it = H i
i=1

=1

Fir dg, konnen wir die Formel aus Lemma 1.9 einsetzen:

- a i k1) | Y
dK—H<(—1)2pfz v )>

i=1
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U

1.3. Einheitswurzeln iiber endlichen Ko6rpern. Wir wollen zusammentragen, was
wir dariiber wissen, welche Einheitswurzeln in einem endlichen Korper F enthalten sind.

Lemma 1.13. Sei p eine Primzahl und r € IN. Dann gilt

p(Fpr) = ppr—1(Fyr)
und
HHtpr—1(Fpr) = p" =1
Beweis. Wir wissen schon, dass fiir alle z € I, gilt:
¥ =
Falls x # 0, gilt sogar
2Pt =1

Jedes Element von F ist also eine Nullstelle des Polynoms 77 ~! — 1 oder in anderen
Worten: jedes z € I} ist eine (p” — 1)-te Einheitswurzel. Da auferdem

#IF ;T =p -1
enthalt I, alle (p” — 1)-ten Einheitswurzeln, O

Damit kénnen wir untersuchen, was passiert, wenn man zu einem endlichen Korper
eine primitve m-te Einheitswurzel adjungiert:

Proposition 1.14. Wir betrachten den endlichen Kérper IF,, eine natiirliche Zahl m
teilerfremd zu p und eine primitive m-te Einheitswurzel ¢, € I),. Sei

f= ord( @ € (Z/mZ>X>

Restklasse von
p in Z/mZ

Dann gilt
[Fp(Gm) = Fp] = f

Beweis. Der Korper F,((y,) ist endlich der Kardinalitit p” fiir eine noch zu bestimmende
natiirliche Zahl r. Es gilt dann F,(¢,)/Fy und [Fy((n) @ F,] = r. Wir wissen aus
Lemma 1.13, dass

M(Fpr> = Hpr—1 (]Fp)

Somit ist 7 die kleinste natiirliche Zahl n, so dass (,, € pym_1(F,), also

— i p"—1 _
r=min{; T = 1}

= min{m | p" — 1}
= min{m | p" — 1}

= Héiﬂr\ll{p” =1 (modm)}=f
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1.4. Zerlegungsverhalten in Kreisteilungskorpern. In Abschnitt 1.2 haben wir schon
gesehen, dass in Og,.) gilt

(1) = () = (1= )"

Das heift, p ist in der Erweiterung Q((,r)/Q rein verzweigt. Wir wollen nun das Zer-
legungsverhalten einer beliebigen Primzahl in einem Kreisteilungskorper Q(¢,) untersu-
chen.

Satz 1.15. Sei n eine natiirliche Zahl mit Primfaktorzerlegung n = [[ p™ (fiir r, € N,
rp, = 0 fiir fast alle p). Fiir jede Primzahl p definieren wir

. ko Mmool Z X}
fp = min {k: eN|p"=1 (mod prp)} = ord {[p] € ( /(n/prp)Z>
Dann hat p in Og,) die Primfaktorzerlegung

(p) = (p1...pg)?"™)
@(n/p™)

fiir g = e und paarweise verschiedene Primideale py,...,p, € Oq(c,) vom Trég-

heitsgrad f,.

Beweis. Wir wollen die Zerlegung von pOgq,) mithilfe von Satz 8.36 aus AZT 1 bestim-

men. Dafiir betrachten wir das primitive Element ¢, von Q((,)/Q. Aus Satz 1.12 wissen

wir, dass Oq(,) = Z[¢,). Daher ist der Fiihrer von ¢, trivial und Satz 8.36 gibt uns das

Zerlegungsverhalten fiir jede beliebige Primzahl. Wir miissen nun die Zerlegung des Mi-

nimalpolynoms von (,, also des n-ten Kreisteilungspolynoms ®,, modulo p untersuchen.
Behauptung:

@, (T) = (pu(T) .. .pg(T))‘p(prp) (mod p)

Nach Satz 8.36 aus AZT 1 folgt aus dieser Behauptung die Aussage des Satzes. Um
die Behauptung zu zeigen, setzen wir = n/p™. Dann gilt Q(¢,) N Q(G») = Q und
QUGr) = QGn) - QGyrv). Auberdem ist wegen (Z/nZ)* = (Z/mZ)* x (Zp'*L)"

{Cﬁm(ﬁ’“ﬁ | ke <Z/mZ>X NS <Z/p7”pZ>X}

gerade die Menge der primitiven n-ten Einheitswurzeln (und die Cﬁlg‘ﬁrp sind paarweise
verschieden). Daraus folgt

o.(T)= [ @T-¢gw)
ke (Z,/mZ)*
(e(Z /0 T)"
Fiir ein Primideal p | (p) gilt:
7" —1=(T — 1" (mod p)
Daraus folgt

€ty = [1] € k(p) = 2Gm) /,
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Also gilt
®,(T) = [ (T = ¢k ¢im)
kit
EH(T—C&)‘P(”TP) (mod p)
k
Pu(T)?W") (mod p)
Das heift also [®,(T)], = [®,(T)?®")], in k(p). Beide Seiten liegen schon in

F, = k(p) C k(p). Daher gilt
P,(T) = ®,,(T)?*")  (mod p)

Nun miissen wir noch [®,,(7")], € F,[T] in irreduzible Faktoren zerlegen. Da m und p
teilerfremd sind, ist [®,,(7")], separabel. Das liegt daran, dass [®,,(T")], ein Teiler von
[T™ — 1], ist und [T™ — 1], ist separabel. Es gilt in F,[T7:

@n(M],= I (T —KalH
ke(Z/mZ)*
Die irreduziblen Faktoren sind die Minimalpolynome einer primitiven m-ten Einheitswur-
zel ()5 Thr Grad ist [F,([¢n]f) : Fp] = f, nach Proposition 1.14. Nach der fundamenta-
len Gleichung (oder Vergleich der Grade der Polynome) ist die Anzahl der irreduziblen
Faktoren gleich
g pn) _ e(n/p™)
o) fp o

0

Korollar 1.16. (i) Sei p # 2 eine Primzahl. Dann verzweigt p in Q(¢,) genau dann,
wenn p | n und p ist voll zerlegt genau dann, wenn p = 1 (mod n).
(ii) Die Primzahl 2 verzweigt genau dann in Q((,), wenn 4 | n. Nur fiir n = 1,2 ist 2
voll zerlegt.

Beweis. (i) Nach Satz 1.15 ist p genau dann verzweigt, wenn ¢(p'») # 1. Das ist
genu dann der Fall, wenn p | n. Auferdem ist p genau dann voll zerlegt, wenn
©(p) = 1und f, = 1. Die erste Gleichung behauptet p { n und die zweite Gleichung
ord{[p], € (Z/nZ>X} = 1, also anders ausgedriickt p =1 (mod n).

(ii) Esist ¢(2) =1 genau dann, wenn 75 € {0, 1}. Das heilit 2 verzweigt genau dann,

wenn ry > 2 also 4 | n. Damit 2 voll zerlegt sein kann, muss gelten p(2"2) = 1 also
ro € {0,1} und fo =1, also

ord {[2]n € (Z/(n/Qm)Z)) X} -

das heift
2=1 (mod n/2™)
Diese Kongruenz gilt aber nur, wenn n/2™ =1, also n = 1 und 7, = 0 oder n = 2

und o = 1.

i
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1.5. Das quadratische Reziprozititsgesetz. Erinnerung: Fiir eine Primzahl p und
eine natiirliche Zahl n ist das Legendresymbol folgendermafen definiert:

0 n=0 (modp)
n
<—> =<1 [n], ist ein Quadrat in I,
—1 [n], ist kein Quadrat in I,

Im Fall (%) = 1 sagt man auch, dass n ein quadratischer Rest modulo p ist und falls
(%) = —1, dass n kein quadratischer Rest modulo p ist.
Beispiel 1.17.
0 5|n
n
<—) =<1 n=+1 (mod5)
—1 n=-2 (mod5)

Lemma 1.18. Fiir n,m € N und eine Primzahl p gilt

(5)-G)G)

Beweis. Unter dem Isomorphismus

~

) Z
gO.]F;; — /(p—l)Z
entsprechen die Quadrate gerade den Restklassen von geraden Zahlen. Daher ist
<—> = 1 genau dann, wenn ¢(mn) = ¢(m)+p(n) gerade ist. Das tritt genau dann ein,
p

wenn ¢(m) und ¢(n) entweder beide gerade oder beide ungerade sind. Das heifst, dass

<m> = 1 ist genau dann, wenn entweder (T) = (Q> =1 oder (T> = <E> =—1.
p p p p p

Das beweist die Multiplikativitét. Il

Nach AZT 1, Beispiel 8.37 gibt es folgenden Zusammenhang mit dem Zerlegungsver-
halten in quadratischen Zahlkorpern: Fiir eine ungerade Primzahl p und eine quadratfreie
natiirliche Zahl n gilt

1 pzerfallt in Q(y/n)
<ﬁ) = ¢ —1 ptrage in Q(v/n)
b 0  p verzweigt in Q(v/n)

Satz 1.19. Fiir ungerade Primzahlen p und g gilt

(1) -
()-(2) 0

(ii) Erster Ergdnzungssatz:

(iii) Zweiter Ergdnzungssatz:
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—1
Beweis. (ii) Es ist (—) genau dann gleich 1 wenn p in Q(7) = Q((y) zerfillt, also nach
p

p—1

Korollar 1.16 wenn p =1 (mod 4). Das ist genau dann der Fall, wenn (—1)2z = 1.
(i) Wir betrachten den Kreisteilungskorper Q(¢,) die Galoisgruppe

G = Gal(Q(¢,)/Q)

ist zyklisch vom Grad ¢ — 1. Da ¢ # 2 ist, ist ¢ — 1 gerade und G besitzt eine eindeutig
bestimmte Untergruppe H vom Index 2. Wir bezeichnen mit

K= Q(CQ)H

den Fixkorper von H. Dann ist K ein quadratischer Zahlkorper, also von der Form
K =Q(Vd)

fiir eine quadratfreie ganze Zahl d. Die Erweiterung K/Q verzweigt genau in den Prim-
teilern der Diskriminante dy. Diese haben wir in AZT 1, Beispiel 3.19 berechnet:

4d d=2,3 (mod 4)
dr =
d d=1 (mod4)

Andererseits verzweigt Q(¢,)/Q genau in der Primzahl ¢. Daher kann K/Q als Zwische-
nerweiterung von Q((,)/Q hochstens in g verzweigen und insbesondere nicht in 2. Somit
muss dg = d = £q gelten und d = 1 (mod 4). Das ist dquivalent zu d = (—1)%1q. Nun
kommt p ins Spiel Sei g die Anzahl der Primideale in Ogq(,) tiber p. Nach Hilbertscher
Verzweigungstheorie gilt

#G

#Zp
fiir die Zerlegungsgruppe Z, C G fiir Primideale tiber p. Da Q(¢,)/Q abelsch ist, ist die
Zerlegungsgruppe fiir alle Primideale iiber p gleich und wir konnen tatsdchlich einfach Z,
schreiben. Es ist also ¢ genau dann gerade, wenn (G : Z,) gerade ist. Da G zyklisch ist,
ist das genau dann der Fall

9

Z,CH
Das bedeutet dquivalent, dass p in K/Q voll zerlegt ist. Nach Beispiel 8.37 ist das dqui-

valent zu
d
()=
b

Die linke Seite berechnen wir folgendermafien:
A\ _((=)'7q
O-(=2)
1\ [q
-(5) 6

Andererseits ist die Anzahl der Primideale iiber p nach Satz 1.15 gleich

O
o f
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wobei f, = ord(z/4z)x ([plg). Das heifit g ist gerade genau dann, wenn

qg—1
A
a—1

Nach Definition von f, ist das dquivalent zu [p|> = 1in (Z / qZ) “.Da (Z / qZ) g zyklisch
der Ordnung ¢ — 1 ist, ist das genau dann der Fall, wenn [p], ein Quadrat ist, also

(Q) -1
q
Damit haben wir gezeigt

(-1 (%) =1s <§> =1

Da (§> und (;%) nur die Werte +1 annehmen konne, folgt daraus

(3) === ()

(iii) Fiir den zweiten Ergédnzungssatz betrachten wir den Kreisteilungskorper

Q(¢s)
Wir behaupten, dass
Q&) = QHQ(V2)

Da ¢ eine primitive vierte Einheitswurzel ist, folgt Q(i) C Q({s). Aukerdem ist
Q(V2) N Qi) = Q und [Q(¢s) : Q] = ¢(8) = 4. Daher reicht es zu zeigen, dass

Q(V2) C Q%)
also V2 € Q((s). Ein guter Ansatz ist, zu vermuten, dass Q(v/2) gerade die maximale
reelle Teilerweiterung Q((g)™ ist. Es gilt nach Lemma 1.5:
Q&)™ = QG +G)
Tatséchlich gilt
(G+E ) =G+2+G =i+2-i=2
Das heikt (s 4+ (g = +v/2 und folglich

Q(V2) = QG + G 1) = QG)" S Q&)
Damit ist die Behauptung
Q(G) = QMQ(V2)

gezeigt. Um (%) zu bestimmen, miissen wir untersuchen, ob p in der Erweiterung Q(v/2)/Q
trage oder zerlegt ist. Dafiir benutzen wir die Informationen wir iiber Q({s) und seine
Zwischenkorper

Q(¢s)
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haben. Es ist

X
Gal(Q()/Q) = (“/5z) = /22 % “ 1oz
Also gilt f, = ord(z/sz)~([pls) € {1,2}. Wenn f, = 1 ist, bedeutet das, dass p in Q((s)
voll zerlegt ist, was nach Korollar 1.16 dquivalent ist zu p = 1 (mod 8). In diesem Fall
ist p auch in Q(v/2) zerlegt. In allen anderen Féllen ist f, = 2 und die Anzahl g der
Primideale von Ogq,) iiber p ist auch 2. Nach dem ersten Ergénzungssatz (ii) ist p in
Q(7) genau dann zerlegt, wenn p = 1 (mod 4). Ist p =5 (mod 8), muss p in Q(v/2) trige
sein, da sonst p in Q(7) und Q(+/2), folglich auch in Q((s), voll zerlegt wire.
Bis jetzt wissen folgendes:

p (mod 8) ‘ pin O3

1 zerlegt
3 ?

) trage
7 ?

Fiir den Fall, dass p = 3,5 (mod 8) ist, reicht es nicht, p (mod 8) zu betrachten. Wir
miissen p modulo 16 untersuchen, was darauf hinauslauft, den Kreisteilungskérper Q((i6)
zu studieren. Es gilt

X
Gal(Q(G10)/Q) = (“/167) = %/oz % “/az
Hierbei entspricht das Element

7 7
(1,0) € %/oz x % /47
der komplexen Konjugation F' € Gal(Q((15)/Q). Der Fixkorper von F ist

Q(Ge)" = Q6 + i)
Auferdem ist Q((s) C Q((16) mit

[Q(C16) = Q(Cs)] =2

Daraus schlieften wir, dass die Zwischenkorper von Q((16)/Q die folgenden sind:

Q(Ci6)

Wobei die gestrichelten Erweiterungen jeweils Galoisgruppe Z /47 haben. Der Trigheits-
grad von p berechnet sich folgendermafien:
1 p=1 (mod 16)
fp = Ord(Z/16Z)>< ([p]lﬁ) = 2 p= —1, +7 (mod 16)
4 p=43,45 (mod 16)
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Falls p=1,5,—7,—3 (mod 16) ist, wissen wir schon aus der Betrachtung modulo 8, was
passiert. Ist p = 3 oder —5 modulo 16, hat die Trégheitsgruppe 7, Ordnung 4. Auferdem
ist die Tragheitsgruppe fiir unverzweigte Erweiterungen immer zyklisch (da sie dann
isomorph zr Galoisgruppe der Restklassenkorpererweiterung ist). Daher gilt entweder
T, = Gal(Q(16)/Q()) oder T, = Gal(Q(C16)/Q(iv/2)). Das bedeutet, dass p entweder in
Q(i) oder in Q(iv/2) voll zerlegt ist. Dann muss p in Q(y/2) trige sein, da sonst p auch
in Q(¢g) voll zerlegt wire.

Ist p = —1 oder 7 modulo 16, so hat die Trigheitsgruppe 7}, Ordnung 2. Da Q(v/2) in
allen Zwischenkorpern L von Q((i6)/Q mit [Q(Ci6) : L] = 2 enthalten ist, folgt, dass p in
Q(V/2)/Q voll zerlegt ist.

Zusammenfassend haben wir folgendes herausgefunden:

p trige in Q(v/2) < p = £3,£5 (mod 16)
p zerlegt in Q(v/2) & p = +1,£7 (mod 16) Im ersten Fall gilt p> = —7 (mod 16) und
im zweiten Fall p> =1 (mod 16). AuRerdem gilt im ersten Fall (% = —1 und im zweiten

Fall (%) = 1. Daraus folgt das Endresultat:

(2)-coe

1.6. Fermats letzter Satz. Es gibt viele Tripel (a,b,c) natiirlicher Zahlen, fir die
a’ + v = & gilt, z.B. (a,b,¢) = (3,4,5). Allerdings hat die Gleichung a™ + b" = "
fiir n > 2 keine nichttriviale ganzzahlige Losung. Nichttrivial bedeutet hier, dass keine
der Zahlen a,b,c gleich Null ist. Dies war lange Zeit eine Vermutung, die von Fermat
Fermat im Jahr 1637 aufgestellt wurde. Fermat selbst hat der Uberlieferung nach be-
hauptet, einen Beweis gefunden zu haben, hat ihn allerdings nicht aufgeschrieben. Man
vermutet, dass Fermats Beweisidee der Strategie von Kummer folgte. Diese besteht darin,
die Gleichung a™ + b" = ¢" in Q((,) folgendermafen umzuschreiben:

=] (c—¢a)

ke(Z/nZ)*

g

und dann die Primfaktorzerlegung in Ogq(c,) = Z[(,] beider Seiten zu untersuchen, m
einen Widerspruch zu produzieren. Allerdings funktioniert die Strategie mit elementaren
Mitteln nur, wenn in der Primfaktorzerlegung nur Hauptideale auftauchen. Leider ist
die Klassenzahl nicht fiir alle Kreisteilungskorper Q((,,) gleich 1. Vermutlich ist das der
Punkt, den Fermat iibersehen hat. Man glaubt namlich nicht, dass Fermat mit den Mitteln
seiner Zeit in der Lage war, einen korrekten Beweis zu liefern. Tatséchlich wurde die
Vermutung erst im Jahr 1994 durch Andrew Wiles bewiesen. Sein Beweis beruht auf
tiefgriindigen Erkenntnissen tiber Verbindungen von elliptischen Kurven zu Modulformen.
In den Ubungen werden wir einen Teil von Kummers Beweis nachvollziehen. Dazu macht
man sich zunéchst klar, dass es reicht, den Satz fiir n = p eine Primzahl zu zeigen. In
den Ubungen werden wir einen Teil von Kummers Beweis nachvollziehen. Dazu macht
man sich zunéchst klar, dass es reicht, den Satz fiir n = p eine Primzahl zu zeigen. Das
heifst fiir eine Primzahl p # 2 wollen wir zeigen, dass es keine nichttrivialen ganzzahligen
Losungen (a, b, c) € Z3 der Gleichung

a? + b’ =cP
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gibt. Um einen elementaren Beweis fiihren zu konnen, reicht es anzunehmen, dass p nicht
die Klassenzahl von Q((,) teilt. Solche Primzahlen heifen reguldr. In den Ubungen wird
der einfachste Fall behandelt:

Satz 1.20. Sei p # 2 eine reguldre Primzahl. Dann gibt es keine nichttriviale ganzzahlige
Lésung (a, b, c) der Gleichung
al + b’ =P

so dass p t abc.

Beweis. Ubungen. U

Es ist nicht vollig aufser Reichweite zu zeigen, dass a? + 0P = ¢? keine nichttrivialen
ganzzahligen Losungen besitzt, auch ohne die Bedingung p 1 abc. Allerdings braucht man
dafiir p-adische L-Funktionen.

2. LOKALISIERUNG

2.1. Das Konzept der Lokalisierung.

Definition 2.1. Sei A ein Ring. Eine Teilmenge S C A heiftt multiplikativ, falls
(i) 1€ S,
(ii) aus s,t € S folgt st € S.

Beispiel 2.2. (i) Fiir ein Element f eines Rings A ist
Sy = (/" |n e NU{0})

eine multiplikative Teilmenge.
(ii) Fiir ein Primideal p C A ist

Sw={s€Als¢p}
multiplikativ.

Die Idee von Lokalisierung besteht darin, alle Elemente einer multiplikativen Teilmen-
ge eines Rings zu invertieren. Die Lokalisierung S™'A sollte grob gesprochen aus allen
Briichen ¢ fiir a € A und s € S bestehen.

Formal wird die Lokalisierung iiber eine universelle Figenschaft definiert:

Definition 2.3. Sei A ein Ring und S C A eine multiplikative Teilmenge. Die Lokalisie-
rung von A in S ist ein Ringhomomorphismus

L A= STIA,

so dass ¢(s) fiir alle s € S invertierbar ist und es fiir jeden Ringhomomorphismus ¢ : A —
B mit ¢(s) invertierbar fiir alle s € S eine eindeutige Faktorisierung

A= §7A—3 B
©
gibt.

Wie bei allen universellen Eigenschaften ist die Lokalisierung eindeutig bis auf eindeu-
tigen Isomorphismus, wenn sie denn existiert.

Proposition 2.4. Sei A ein Ring und S C A eine multiplikative Teilmenge. Dann exis-
tiert die Lokalisierung A — S™1A.
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Beweis. Auf S x A definieren wir folgende Aquivalenzrelation:
(sl,al) ~ (SQ, CLQ) &S dte S t(81a2 — 82(11) =0

(Das Element ¢ € S wird nur gebraucht fiir den Fall, dass S Nullteiler von A enthélt.)
Dann ist (Sx A)/ ~ ein Ring, wenn man folgende Operationen fiir (s, a;), (s2,a2) € Sx A
definiert:

(s1,a1) + (82, a2) := (5152, @152 + as)

(81,611) : (327a2) = (81827611@2)

mit neutralem Element der Addition (1,0) und neutralem Element der Multiplikation
(1,1).

Wir benutzen fiir die Aquivalenzklasse von (s,a) die Notation ¢. Dann ist die oben
definierte Addition und Multiplikation gerade den Rechenregeln fiir Briiche nachempfun-
den.

Wir definieren den Ringhomomorphismus

1A= STA
a

at— —.
1

Dann erfiillt ¢ die universelle Eigenschaft: Fir ¢ : A — B, so dass ¢(s) fir alle s € S
eine Einheit ist, ist die gesuchte Faktorisierung

Ao S5 B
¢
durch
»:S'A— B, g — o(a)p(s)™!
gegeben. U

Proposition 2.5. Sei A ein Ring und S C A eine multiplikative Teilmenge. Wir be-
trachten die Lokalisierung ¢ : A — S~™YA. Dann haben wir folgende zueinander inverse
Bijektionen

{Ideale I C A mit INS = @} <> {echte Ideale von St A}
[ S = {§|ael,ses}
UHT) = J
FEingeschrankt auf Primideale erhalten wir eine Bijektion
{ Primideale p C A mit pN S = @} ~ {Primideale von S~'A}

Beweis. Wir miissen zeigen:
(i) S _11 #S71A
(i) S~'p ist ein Primideal fiir p C A prim.
(iii) ¢~ ( )ﬂS %)
(iv) STH7H(T) =
(v) ST =1

A%
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(i) Wir miissen zeigen dass 1 ¢ S™'I. Falls 1 € S7'I, wiirde es a € I und s € S geben

mit
j—1l_a
1 s
Dann gibt es t € S mit t(a —s) = 0. Da a € I folgt daraus ts € I, also ts € I NS,
was im Widerspruch zu I NS = & steht.
a b

(ii) Angenommen ¢ -2 € S~'p. Das bedeutet, dass es ein ¢ € p und r € S gibt mit

Z—i’ = -. Nach Definition der Aquivalenzrelation heifit das, dass es v € S gibt mit
v(abr —est) =0

Da c € p, folgt vest € p, also auch vabr € p. Da p prim ist, ist einer der Faktoren
v,a,b, 7 in p enthalten. Nach Annahme gilt p NS = &, also liegen v und r nicht
in p. Also gilt entweder a € p oder b € p. Das wiederum impliziert ¢ € S ~1p oder

b —1
S eSS p.

(iii) Sei @ € ¢. Dann ist t(a) = ¢ € J. Wire nun auch a auch in S enthalten, so hitte ¢
das Inverse % und es wiirde gelten { - i =2 = % € J. Aber ein echtes Ideal enthélt
nie die 1.

(iv)
SLmY(P)) = {9 s € 5,% e P}
s
Das ist offensichtlich in P enthalten. Aber fir ¢ € P gilt ¢ = ¢- % Einer der beiden
Faktoren muss in P enthalten sein. Aber % ist eine Einheit, folglich nicht in P.
Daraus schliefsen wir, dass ¢ € P. Also gilt auch die umgekehrte Inklusion.
(v) Es gilt

L—1<S—1p):{a€A|3b€p,S€S:%:é}

s
={acA|Tep,s,teS: tlas—b)=0}.

Das ist wegen p N S = & in p enthalten. Fiir jedes a € p wiederum erhalten wir
t(as—b)=0firt=s=1und b=a.

O
Korollar 2.6. Fiir ein Primideal p in einem Ring A ist
A, = S(;)IA
(fiir Sy = A\ p) ein lokaler Ring mit Maximalideal S(;}p.

Beweis. Nach Proposition 2.5 entsprechen die Primideale von A, den Primidealen g von
A, so dass

qaN(A\p) =2
gilt. Das ist dquivalent zu q C p. U

Korollar 2.7. Sei A ein Ring und S eine multiplikative Teilmenge.

(i) Ist A noethersch, so auch S™'A.
(ii) Ist p C A maximal, so auch S™'p.

Beweis. (i) Wir miissen zeigen, dass jede aufsteigende Kette

J1ClCJ3C ...
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von Idealen in S7!A stationdr wird. Nach Proposition 2.5 ist diese Idealkette von
der Form

STt c st s CL.
fiir eine Idealkette
LCLCI;C ...

in A. Diese wird stationar, da A noethersch ist.

(i) Angenommen S~!'p ist einem echten Ideal M enthalten, dann gibt es ein Ideal
m C Amit mNS =@ und M = S 'm. Es muss gelten p C m. Da p maximal ist,
folgt p = m also S~'p = M.

O

2.2. Diskrete Bewertungsringe. Im néchsten Abschnitt werden wir uns mit Lokali-
sierung in Dedekindringen beschéftigen. Insbesondere wollen fiir einen Dedekindring A
und ein Primideal p # (0) die Lokalisierung A, untersuchen. Es wird sich herausstellen,
dass A, ein diskreter Bewertungsring ist. Zur Vorbereitung wollen wir diese Klasse von
Ringen untersuchen.

Definition 2.8. Ein diskreter Bewertungsrings ist ein lokaler Hauptidealring, der kein
Korper ist.

In einem diskreten Bewertungsrings gibt es genau zwei Primideale, ndmlich das Maxi-
malideal und (0). Das liegt daran, dass A als Hauptidealring ein Dedekindring ist, also
jedes Primideal ungleich (0) maximal ist. Da A auferdem lokal ist, gibt es nur ein Ma-
ximalideal und dies ist ungleich (0), da A kein Korper ist. Es dréngt sich die Frage auf,
woher die Bezeichnung ,diskreter Bewertungsring” kommt. Das wollen wir nun erklaren.
Das Maximalideal p von A ist ein Hauptideal. Wir wéhlen einen Erzeuger 7 € p.

Definition 2.9. Ein Erzeuger des Maximalideals eines diskreten Bewertungsrings heifst
Uniformisierende.

Da A ein Dedekindring ist, hat jedes gebrochene Ideal ungleich (0) eine eindeutige
Primfaktorzerlergung. Das einzige Primideal ungleich Null ist aber () fiir eine Unifor-
misierende 7. Daher gilt fiir jedes Element a € K(A)* eine Gleichung der Form

(a) = (m)"

mit einer eindeutig bestimmten ganzen Zahl n. Fir a = 0 setzten wir n, = oco. Wir
betrachten folgende Funktion

v:K(A) — ZU {0}

a— ng
Wir werden gleich sehen, dass v die Axiome fiir eine diskrete Bewertung erfiillt.
Definition 2.10. Eine diskrete Bewertung auf einem Korper K ist eine Abbildung
v: K — Z U {oco} mit folgenden Eigenschaften fiir a,b € K:
(i) v(a) =0 a=0
(i) v(ab) = v(a) + v(b)
(iii) v(a 4+ b) > min(v(a),v(b))

Die Bewertung heift trivial, wenn v(a) = 0 fiir alle a € K*.
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Die Bezeichnung ,diskret” bezieht sich auf die Tatsache, dass die Wertegruppe Z diskret
ist. Im Laufe der Vorlesung werden wir allgemeinere Bewertungen kennen lernen, die nicht
diskret sind.

Lemma 2.11. Fiir einen diskreten Bewertungsring A ist die oben definierte Abbildung
v: K(A) — Z U {0} eine nichttriviale diskrete Bewertung.

Beweis. (i) Nach Konstruktion ist v(a) genau dann gleich oo, wenn a = 0 ist.
(ii) Fiir a,b € K(A)* ist (a) = (7)) und (b) = (7)*®). Daraus erhalten wir

(ab) = (a) - (b) = (7)"@ . (7)*®) = (7)v(@)+e(®)

Ist eines der beiden Elemente a oder b gleich Null, ist sowohl v(ab) als auch v(a)+v(b)
gleich oo. Daher gilt die Gleichung auch in diesem Fall.

(iii) Auch hier ist die Aussage offensichtlich richtig, falls a oder b oder beide gleich
Null sind. Fiir a,b € K(A)* folgern wir aus (a) = (7)*@ und (b) = (7)"® die
Existenz von Einheiten uq,u, € AX, so dass a = uem¥® und b = u,n¥® gilt.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass v(b) > v(a) ist. Dann
schreiben wir

a—+ b= uem’ @ + um*® = 7@ (4, 4wy @ @)
Da v(b) > v(a) ist, ist
Uy + w0 e 4

Nach Konstruktion haben alle Elemente von A nichtnegative Bewertung. Daher gilt

mit (ii):
v(a+b) = (7" W) + v(ug + upr? @)
> (@)
=v(a)
= min{v(a),v(b)}
Die Bewertung ist offensichtlich nichttrivial. Beispielsweise gilt v(7) = 1 # 0. g

Andererseits konnen wir jeder nichttrivialen diskreten Bewertung einen diskreten Be-
wertungsring zuordnen.

Lemma 2.12. Sei K ein Kérper und
v: K — ZU{co}

eine nichttriviale diskrete Bewertung. Dann ist O, := {a € K | v(a) > 0} ein diskreter
Bewertungsring mit Maximalideal m,, :== {a € K | v(a) > 0}.

Beweis. Zuallererst miissen wir uns davon iiberzeugen, dass O, ein Ring ist, also abge-
schlossen unter Addition und Multiplikation. Auferdem muss O, die Elemente 0 und 1
enthalten und mit a sein Negatives —a. Es gilt nach Axiom (i)

v(0) =00>0
Also ist 0 in O, enthalten. Aus (ii) folgt
v(1) =v(1-1) =ov(l)+v(1).
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Da (1) nach (i) nicht oo ist, folgt daraus v(1) = 0, also 1 € O,. Fiir a,b € O, ist
v(ab) = v(a) + v(b) > 0. Also ab € O,. Nach (iii) gilt

v(a + b) > min{v(a),v(b)} >0

Daher ist auch a + b € O,. Um zu sehen dass —a € O, liegt, berechnen wir mithilfe von
(i)
20(—a) = v((—a)?) = v(a®) > 0.
Daraus folgt v(—a) > 0, also —a € O,.
Wir behaupten nun, dass O, lokal ist mit Maximalideal

my :={a € K | v(a) > 0}.

Dass m,, ein Ideal von O, ist, rechnet man in derselben Weise nach wie die Behauptung,
dass O, ein Ring ist. Um zu zeigen, dass O, lokal ist mit Maximalideal m,,, miissen wir
uns nur davon iiberzeugen, dass
O, \m, =0,
oder mit anderen Worten
Of ={a€ K |v(a)=0}.
Ist v(a) = 0, so ist a # 0 und + ein wohldefiniertes Element von K. Es gilt

OzU(l)zU(@-é)zU(@)—H}(%).

Also ist v(a) = v(2) = 0, daher ist £ in O} enthalten.
Ist u € OF mit Inversen u~! € OX, so gilt

0=v(l)=v(u-u")=v(u)+v?)

Da v(u) > 0 und v(u=t) > 0, folgt daraus v(u) = v(u~') = 0. Damit ist die Behauptung
bewiesen. Da die Bewertung nichttrivial ist, ist m, # (0) und O, ist kein Korper.

Es verbleibt noch zu zeigen, dass O, ein Hauptidealring ist. Dafiir betrachten wir
ein Ideal a C O,. Alle Elemente von a haben eine nichtnegative Bewertung. Es gibt
folglich ein Element ¢ € a mit minimaler Bewertung. Ist a = 0, also v(a) = oo, folgt
a = (0). Angenommen a # 0. Es gilt zu zeigen, dass a C (a). Sei dazu b € a\ (a). Da a
minimale Bewertung hat, ist v(b) = v(a) + r fiir ein r € Z. Sei x € O, ein Element mit
v(xz) = r. Dann ist v(b) = v(ax). Es muss ein u € O, geben, so dass b = azu. Das ist ein
Widerspruch dazu, dass b ¢ (a). O

2.3. Lokalisierung in einem Dedekindring.

Proposition 2.13. Sei A ein Dedekindring und S C A eine multiplikative Teilmenge.
Dann ist auch S~ A ein Dedekindring.

Beweis. Nach Korollar 2.7 ist S~'A Noethersch und jedes Primideal p # (0) in S~ A ist
maximal. Wir miissen noch zeigen, dass S~'A ganzabgeschlossen ist. Zuerst stellen wir
fest, dass

K(A) = K(S7'A) = (A\{0}) ™

Wir betrachten ein Element z € K(A), das Nullstelle eines normierten Polynoms

P(X)=xn g dntyn-t By, B0

Sn—1 51 S0
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in S7'A[X] ist. Wir konnen durch FErweiterung der Briiche erreichen, dass
S:=83_1=8p—2=...= 8 = Sp, also

Uy a a
P(X)=X"4+ "2 4 4+ X+
s s s
Dann ist sz Nullstelle des normierten Polynoms
QX)) = X"+ ap 1 X" 4 apos X" 2+ .. +a15" 2 X + ags"
in A[X]. Da A ganzabgeschlossen ist, folgt sz € A, also z = £ € S71A. O

Satz 2.14. FEin noetherscher nullteilerfreier Ring A ist genau dann ein Dedekindring,
wenn fiir jedes Primideal p # (0) die Lokalisierung ein diskreter Bewertungsring ist.

Beweis. Wir nehmen an, dass A ein Dedekindring ist, und wollen fiir ein Primideal p # (0)
zeigen, dass A, ein diskreter Bewertungsring ist.

Nach 2.13 ist A, als Lokalisierung von A wieder ein Dedekindring. Geméfs der Beschrei-
bung der Primideale einer Lokalisierung (2.5) hat A, genau zwei Primideale (0) und pA,.
Um einzuschen, dass A, ein diskreter Bewertungsring ist, miissen wir uns noch davon
iberzeugen, dass A, ein Hauptidealring ist. Alle nichttrivialen Ideale von A, sind nach
Existenz der Primfaktorzerlegung von der Form (pA,)" fiir n > 0. Aukerdem impliziert
die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung, dass

(pAy)" ; (PAp)n+1~

Daher konnen wir ein Element

a € (pAy)"\ (pAy)"H

wahlen. Dann gilt (a) = (pA,)™ und somit ist (pA,)" ein Hauptideal.
Somit haben wir geszeigt, dass A, ein lokaler Hauptidealring ist, aber kein Kérper (da
(0) nicht maximal ist). d

Fiir die Riickrichtung brauchen wir folgendes Lemma.

Lemma 2.15. Sei A ein nullteilerfreier Ring. Dann gilt

A= (] Am

mCA
maximal

wobei der Durchschnitt im Quotientenkérper K(A) gebildet wird.

Beweis. Da A nullteilerfrei ist, ist der kanonische Homomorphismus A — A, fiir alle
Maximalideale m injektiv. Tatséchlich kann A und A,, als Teilringe von K (A) auffassen.
Es gilt offensichtlich

AC () Aw.
mCA
Fiir die umgekehrte Inklusion betrachten wir ein Element z € ﬂmg 4 A und wollen zeigen,

dass = in A enthalten ist. Als Element des Quotientenkorpers K (A) kann man x in der
Form z = 7 fiir a,b € A und b # 0 schreiben. Wir wollen zeigen, dass das Ideal

I={yecA|lyac (b))} CA

das Einsideal ist. Dann gilt ndmlich 1 € [ und somit ¢ = 1-a € (b), was wiederum
bedeutet, dass ¢ € A existiert mit a = cb, also 7 = C—bb =ce€ A. Ware I # A, so gébe es
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ein Maximalideal m, das I enthilt. Da nach Annahme r = ¢ € Ay, gibt es ¢,d € A mit
d ¢ m, so dass

_a ¢
==
Daraus folgt
ad = be € (b),
also d € I C m. Das steht im Widerspruch zur Annahme d ¢ m. g

Fortsetzung des Beweises von Satz 2.14. Wir nehmen an, dass alle lokalen Ringe A, fiir
p # (0) diskrete Bewertungsringe sind. Wir miissen zeigen:

(i) A ist ganzabgeschlossen.
(ii) jedes Primideal p # (0) von A ist maximal.

(ii). Wére p nicht maximal, so gébe es ein Primideal q mit

0)SpSa
In A, gilt dann aber
(0) & pA; & a4y
nach Proposition 2.5. Allerdings hat A, als diskreter Bewertungsring nur zwei verschie-
dene Primideale. (i) Sei a € K(A) ganz iiber A, dann ist a auch ganz iiber dem gréferen
Ring A, fir p # (0). Als diskreter Bewertungsring ist A, ein Hauptidealring, also ganz-
abgeschlossen. Daher gilt nach Lemma 2.15

ac [ 4,=4A
p#(0)
Damit ist der Beweis vollbracht. O

Sei A ein Dedekindring und p # (0) eine Primideal. Da A, ein diskreter Bewertungsring
ist, erhalten wir nach Lemma 2.11 eine diskrete Bewertung
vy K(A) —» Z U {o0}

auf dem Quotientenkorper von A. Wir nennen diese die p-adische Bewertunyg.

3. BEWERTUNGSTHEORIE

3.1. Bewertungen. Sei K ein Korper wir haben in Abschnitt 2.2 diskrete Bewertungen
als Abbildungen
v: K —ZU{co}

mit den Eigenschaften

(i) a=0< v(a) =

(ii) v(ab) = v(a)+ v(b)
(iii) v(a + b) > min{v(a),v(b)}
kennen gelernt. In diesem Abschnitt werden wir Bewertungen im Allgemeinen einfiihren.
Zuerst wollen wir im Falle diskreter Bewertungen von der additiv geschriebenen Gruppe
Z. zu einer multiplikativen Gruppe iibergehen. Dazu wéhlen wir eine reelle Zahl A mit
0 < A < 1. Wir betrachten den Gruppenhomomorphismus

7. — Rsg,m — ™.
Da A\ < 1 ist, dreht er die Ordnung um, das heifst fir m,n € Z gilt
m<n< A" > A"
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Aufserdem setzen wir ihn fort zu
Z U {0} — Rxo,
indem wir oo auf 0 abbilden. Die Verkettung
|| K 55— ZU{oo} = R
ist dann eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:
(i) l[a| =0 a=0

(ii) [ab] = |af - [b]
(iii) |a + b] < max{]al,|b|}.

Beispiel 3.1. Im Falle der p-adischen Bewertung auf  wéhlt man meistens A =

iSA

Die zugehorige multiplikative Bewertung bezeichnet man mit | - |,. Es gilt beispielswei
"], = s
p

n

[§]

Um auch den reellen und den komplexen Absolutbetrag mit einzuschlieffen, miissen wir
die Bedingung (iii) etwas abschwéchen.

Definition 3.2. Eine reellwertige Bewertung (oder reelle Bewertung) auf einem Korper
K ist eine Abbildung

| . | K — RZO
mit den Eigenschaften
(i)a=0<|a|=0
(ii) |ab| = |a| - |b] (Multiplikativitét)
(iii) |a 4 0| < |a] + |b| (Dreiecksungleichung)

Beispiel 3.3. (i) Jede diskrete Bewertung oder genauer gesagt die zugehorige multi-
plikative Bewertung ist eine reelle Bewertung.
(ii) Der Standardabsolutbetrag

|- ]:Q — Rxo
. x, falls x > 0
—z, fallsx <0

ist eine reelle Bewertung.
(iii) Der Betrag

| . | :C— ]RZ()
x4y = 2 + y?
ist eine reelle Bewertung.

Definition 3.4. Eine reelle Bewertung heifst archimedisch, falls es fiir jedes x € K eine
natiirliche Zahl n gibt mit
|z < [n].

Ansonsten heifst sie nicht-archimedisch.

Beispiel 3.5. Der reelle und der komplexe Absolutbetrag sind archimedisch. Die
p-adische Bewertung auf @ ist nichtarchimedisch, da fiir alle n € N gilt |n| < 1.
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Lemma 3.6. Eine reelle Bewertung | - | : K — Rs¢ ist genau dann nichtarchimedisch,
wenn fiir alle a,b € K gilt

la + b] < max{|al, |b]}.
Man nennt die Ungleichung

|a + b] < max{|al, [b[}

die starke Dreiecksungleichung.

Beweis. Gilt fiir alle Elemente die starke Dreiecksungleichung, so erhalten wir insbeson-
dere fiir n € IN:
1+ ...+ 1] <max{|1l],...,[1]} = 1| = 1.

Wir nehmen nun an, die Bewertung ist nichtarchimedisch. Das heifst es gibt ¢ € K, so
dass |c| > |n] fiir alle natiirlichen Zahlen. Fiir z € K mit || > 1 gilt dann

2 ()1=x(0)

Da (7) eine natiirliche Zahl ist, gilt |("})| < |¢| und somit
1" < (n+1)-Je| - [of < (n+ 1)l

1+ x| < {/(n+1)|c].

1+z| <1

Um daraus die starke Dreiecksungleichung zu folgern betrachten wir a,b € K und nehmen

ohne Beschriankung der Allgemeinheit an, dass |a| < |b] # 0. Dann kénnen wir obiges

Argument auf x = ¢ anwenden:

T+ =] +2)" = 2]

Daraus folgt

Im Limes n — oo erhalten wir

Ja-+ b = [bl - [1+ 5| < bl = max{lal, b]}.
U

In der Literatur taucht oft eine weitere Definition einer Bewertung auf, die allgemei-
nere Wertegruppen als R, zulédsst. Allerdings muss man dann direkt mit der starken
Dreiecksungleichung arbeiten. Um so eine Bewertung zu definieren, miissen wir zunéchst
festlegen, was wir als Wertegruppe zulassen.

Definition 3.7. Eine total geordnete abelsche Gruppe ist eine abelsche Gruppe I' (mul-
tiplikativ) zusammen mit einer Totalordnung ,,< “ so dass fiir a,b,c € ' gilt

a<b= ac<bc

Erinnerung: Fine Totalordnung auf einer Menge M ist eine Relation ,,< “, die folgende
Eigenschaften erfillt fiir a,b,c € M:
(i) a < a (Reflexivitét)
(i) a <b,b < c= a < c (Transitivitét)
(ili) a < b,b < a = a = c (Antisymmetrie)
(iv) a < b oder b < a (Totalitét)

Beispiel 3.8. (i) Ry ist eine total geordnete abelsche Gruppe.
(ii) Fiir jedes Element a € R+ ist aZ eine total geordnete abelsche Gruppe. Allgemeiner
ist jede Untergruppe von R eine total geordnete abelsche Gruppe.
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(iii) Rso x Rs¢ mit der lexikografischen Ordnung ist eine total geordnete abelsche Grup-
pe. Die lexikografische Ordnung ist folgendermafien definiert:

(a1,b1) < (ag,by) < a3 < ay oder a; = as und by < bs.

Man kann zeigen, dass sich R~y X Rsg nicht ordnungserhaltend in R~ einbetten
lasst.

Definition 3.9. Eine Bewertung auf einem Koérper K ist eine Abbildung
|-]: K - TuU{0}
fiir eine total geordnete abelsche Gruppe I', die folgenden Eigenschaften geniigt:
(1) |a|=0<a=0,

(2) |abl = |a] - |b],
(3) la + b < max{lal, [b]}

Lemma 3.10. Sei
|-|: K — T"U{0}
eine (nichtarchimedische) Bewertung. Fiir Elemente z,y € K mit |z| # |y| gilt
|+ y| = max{|z], [y[}
(und nicht nur |z + y| < max{|z|, |y|}).
Beweis. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen |z| < |y|. Dann
gilt
lyl =1y +z) — |
= max{lz +y|, |z[}.

Wiére max{|z + y|, |z|} = |z|, so erhielten wir |y| < |z|, aber das steht im Widerspruch
zur Annahme |z| < |y|. Also gilt

lyl < max{|z +yl, 2|} = |z +y].
Aus der starken Dreiecksungleichung wissen wir auferdem
[ +y| < maxtfzl, [y]} = [yl

Insgesamt erhalten wir
|z +y| = [yl = max{|x], |y[}.

Definition 3.11. Zwei Bewertungen

|- : K — I'y u{0},

|| K = Tyu{0}
heifsen dquivalent, wenn es eine Bewertung

|- |3: K = T3U{0}
und ordnungserhaltende injektive Homomorphismen

Fg — Fl,Fg — FQ,
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so dass folgendes Diagramm kommutiert:

Iy

e

K —:— I}

gl

I
Definition 3.12. Sei K ein Korper und v : K — U{oo} eine diskrete Bewertung wie in

Definition 2.10. Fiir zwei reelle Zahlen A, Ao mit 0 < Ay, Ay < 1 sind die Bewertungen
K — Rzo,

x /\11](:6)

(z)
T Ay
aquivalent. Um das zu sehen, definieren wir

. log A\
o log)\g’

Also A; = A§ und betrachten den Isomorphismus
Rso 25 Rog
Dann kommutiert das Diagramm

RZO

und somit sind die beiden Bewertungen dquivalent.
Lemma 3.13. Zwei reelle Bewertungen
|- |1t K — Ry,
|- |2 K = Rxo

sind genau dann dquivalent, wenn es eine reelle Zahl o« > 0 gibt, so dass fiir alle v € K
gilt

]2 = [x]f.
Beweis. Angenommen es gibt o € R, a > 0, das die Bedingungen erfiillt. Dann ist

R~o — Ro,

= re
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ein Isomorphismus, so dass das Diagramm

RZO
I[1
K )
2
RZO
kommutiert. Nehmen wir nun an, dass ein kommutatives Diagramm
RZO
P
K [)s—— I
RZO

existiert. Daraus kénnen wir folgern, dass fiir x,y € K gilt
121 <yl & [z]2 < |yl

Das liegt daran, dass in I' entweder |z|3 < |y|s oder |z|3 > |y|s gilt und weil die beiden
Einbettungen I" < R ordnungserhaltend sind, gelten die gleichen Ungleichung fiir |- |;
und | - |o. Ist | - |3 die triviale Bewertungen (die alles aufser 0 auf 1 € I" abbildet), so sind
auch | -|; und | - |3 trivial und wir sind fertig. Ist | - |3 nichttrivial, gibt es zq € K, so dass
|zo| > 1. Dann ist auch

|[I§'0’1 > 1, ‘1‘0|2 > 1.
Es gibt dann eine eindeutig bestimmte reelle Zahl a > 0, so dass

[zol2 = |0l

Fiir beliebiges x € K* finden wir zunachst g € R, so dass

e \950\?
Ist 8 € N, so folgt
x|

und somit auch = 1. Daraus folgt

2

Zz
x5
e = Jaoly = |zolt” = |l

Ist 8 € Q, schreiben wir 8 = £ fiir #, 8" € N. Dann gilt

/3//
:CB//
7| = b
Ty |,
also % = 1 und wir kénnen dhnlich wie zuvor argumentieren. Fiir 5 € R\ Q und
.1’0 2

n € IN bezeichnen wir mit m,, € Z die ganze Zahl, so dass gilt

my, <nf <m,+1
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Daraus folgt
ol < faoli” < |zolf*!
Per Definition von J gilt |zo|7” = |2|?, also

mp+1
1

1" < falt <o

| %o
Da m,, und n ganze Zahlen sind, konnen wir das dquivalent umformen zu
m n mn+1
|z [ < [2"1 < g™

Da | -], und | - |2 Aquivalent sind, folgt
25 |2 < |27z < g2,

was wir zu

mnp+1

|olo" < |zl2|zoly ™
umformen kénnen. Aus m,, < nf < m, + 1 folgt

My, m, +1

_<ﬁ
n

Da m=tl _ mn — L1 konvergieren sowohl @z als auch 2=t gegen (3. Daraus folgt
n n n n n

2| = |02 und wir kénnen wie zuvor argumentieren:

[ef2 = [zoly = [wol?” = |23

O
3.2. Bewertungsringe.
Lemma 3.14. Sei |- |: K — I' U {0} eine Bewertung auf einem Kérper K. Dann ist
O ={reK|z[<1}
ein lokaler Ring mit Maximalideal
my = {r € K ||z <1}
Beweis. Genauso wie fiir diskrete Bewertungsringe (Lemma 2.12). d

Definition 3.15. Ein Bewertungsring ist ein nullteilerfreier Ring A mit der Eigenschaft,
dass fiir jedes Element z € K(A)* entweder z oder ™! in A enthalten ist.

Definition 3.16. Ein nullteilerfreier Ring A ist genau dann ein Bewertungsring, wenn
es eine Bewertung

|-]: K(A) =T U{0}
auf dem Quotientenkorper gibt, so dass

O, = A

Beweis. Angenommen A = O), fiir eine Bewertung |-| : K(A) — I'U{0}. Fiir z € K(A)*
gilt entweder |z| < 1 oder |x| > 1. Im ersten Fall ist z € A und im zweiten Fall z7! € A.

Wir nehmen nun an, dass A ein Bewertungsring ist. Wir definieren folgende Ordnungs-
relation auf I' := K(A)*/A*:

MSM@%GA
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Das héngt nicht von der Wahl eines Reprédsentanten ab: Ist z = ua’ und y = vy’ fir
x, 2y, y € K(A)* und u,v € A*, so ist
rou

y v
also % € A genau dann, wenn i—: € A. Jetzt miissen wir die Axiome einer Totalordnung
iiberpriifen:

(i) [z] < [x] ist richtig, da 1 € A.

(i) Gilt [z] < [y] und [y] < [z], also £, % € A, so folgt

z

x/
R
Y

z.geA,
Yy z

also [z] < [z].
(iii) Gilt [2] < [#] und [y] < [z], also ¥ € Aund £ € A, so ist u := 7 eine Einheit in A
und folglich gilt
2] = [uy] = [y].
(iv) Seien z,y € K(A)*. Dann gilt entweder £ € A oder £ € A. Im ersten Fall folgt
daraus [z] < [y] und im zweiten Fall [y] < [z].
Wir behaupten nun, dass

-] K(A) = KA ooy

s {[x] r € K(A)*
0 zz=0

eine Bewertung auf K (A) definiert. Es ist klar, dass |z| = 0 genau dann, wenn 2 = 0. Auch
die Multiplikativitat folgt sofort. Um die starke Dreiecksungleichung zu zeigen, nehmen
wir z,y € K(A). Ist ,y oder x + y gleich Null, ist die Aussage klar. Daher nehmen wir
an

z,y,x+y e K(A)™.
Aufserdem nehmen wir an [z] < [y]. Dann gilt

l’+y:<£+1>€A,
Yy Y

also

[z + y] < [y] = max{[z], [y]}.
Schliefllich bemerken wir noch, dass

a={re K||z| <1}
nach Konstruktion gilt. O
Proposition 3.17. Zwei Bewertungen
||1K—>F1U{O}
"QK%FQU{O}
sind genau dann aquivalent, wenn ihre Bewertungsringe iibereinstimmen, also
Oder mit anderen Worten, wenn fiir x,y € K gilt

[zl < fyh & |zl2 <yl
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Beweis. Sind | - |; und | - |5 dquivlant, so folgern wir fiir x,y € K wie im Beweis von
Lemma 3.13, dass

2] < |yl & |2]2 < Jylo.
Das impliziert O}, = O|.J,.
Nun nehmen wir an, dass
OHI - OH2 =. O
Dann gilt
O ={rxe K||z|; =1}
={re K||z]p =1}
Die Abbildung
’ . ‘1 KX — Iy
ist ein Homomorphismus mit Kern O*. Daher bekommen wir einen injektiven Gruppen-
homomorphismus

KX/OX —I'.

Statten wir K*/O* mit der im Beweis von Definition 3.16 konstruierten Ordnung aus,
dann ist die obige Inklusion ordnungserhaltend. Wr erhalten ein kommutatives Diagramm

'y u{0}

s 1
X
K— K /ox U{0}
12 j
', U{0}
und somit sind die Bewertungen | - |; und | - |2 dquivalent. O

3.3. Klassifikation von Bewertungen. Wir wollen fiir verschiedene Korper untersu-
chen, welche Bewertungen es gibt.

Proposition 3.18. Sei IF ein endlicher Korper. Dann ist jede Bewertung
|-|:F—=TuU{0}
und auch jede reelle Bewertung
|-|:F — Rxp
trivial.
Beweis. Sei #IF = p™ fiir eine Primzahl p und n € N. Dann gilt fiir alle x € I~
=1,

folglich
P = 1] = 1

und somit |z| = 1. O

|z

Korollar 3.19. Jede Bewertung auf einem Korper K der Charakteristik p > 0 ist nicht-
archimedisch.
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Beweis. Das Bild der natiirlichen Abbildung
7 — K

ne—n-lg
ist I, € K, und auf IF), ist nach Proposition 3.18 jede Bewertung trivial. Daher gilt
In| =1
fiir alle n € IN und somit ist die Bewertung nichtarchimedisch. U

Als néchstes untersuchen wir Bewertungen auf (). Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass jede
Bewertung auf @ entweder dquivalent zum Standardabsolutbetrag | - |, ist oder zu einer
p-adischen Bewertung |- |, fiir eine Primzahl p. Zunéchst iiberzeugen wir uns davon, dass
diese Bewertungen paarweise nicht aquivalent sind.

Lemma 3.20. Seien |-|; und |- |2 zwei dquivalente reelle Bewertungen auf einem Kérper
K. Dann ist | - |, archimedisch genau dann, wenn | - | archimedisch ist.

Beweis. Wenn |- |; archimedisch ist, gibt es fiir jedes Element x € K eine natiirliche Zahl
n, so dass

[z < [nls.
Da |- |; und | - |2 dquivalent sind, gilt auch
]2 < |nl2
und somit ist | - | archimedisch. i

Korollar 3.21. Der Standardabsolutbetrag auf Q) ist zu keiner p-adischen Bewertung
| - |, fiir eine Primzahl p dquivalent.

Lemma 3.22. Seien p # q Primzahlen. Dann ist | - |, nicht dquivalent zu | - |,.

Beweis. Es gilt |p| = 113 <1=|1|,. Aber |p|, = 1 = |1],. Daher kénnen dide Bewertungen
nicht dquivalent sein. U

Bevor wir unser Hauptresultat, den Satz von Ostrowski beweisen konnen, brauchen wir
noch eine kleine Vorbereitung

Lemma 3.23. Sei |-| eine reelle Bewertung auf einem Korper K und m,n > 1 natiirliche
Zahlen. Dann gilt

logm
m| < max{1, [n] B }.
Beweis. Wir schreiben m in der Form

m=ag+an+...+an"

fir a; € {0,...,n — 1}. Dann ist n” < m also
logm
r :
~ logn

Die Bewertung von a; konnen wir folgendermafen abschétzen:

la;| =|1+4+...+1|<a;- 1] =a; <n.
\_v_./

a; mal
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Wenn |n| < 1ist, so gilt [n'| = |n|' <1 firalle: =0,...,r. Ist |n| > 1, so gilt [n*| < |n|"
fiir alle 2 = 0, ..., r. Insgesamt folgt

|n| < max{1, |n|"}

Dann gilt fiir die Bewertung von m:

[ml <) fallnf
=0
<(r+1)-n-max{1,|n|"}

< (logm
~ \logn

+ 1) -n - max{1l, \n\llc;ggrg}
Die gleiche Uberlegung kénnen wir fiir m* fiir £ € IN statt m durchfiihren und erhalten
logm logm
— F k < K k» 1 Lk . ]_ logn
ml = /e < (B2 a1, o)

Im Limes k — oo folgt

logm

m| < max{1, |n| ¥+ }.

Satz 3.24 (Satz von Ostrowski). Jede nichttriviale reelle Bewertung auf Q ist entweder
dquivalent zu | - |, fiir eine Primzahl p oder zu | - |-

Beweis. Wir behandeln zunéchst den Fall einer archimedischen Bewertung | - |. Es gibt
eine natiirliche Zahl m, so dass
|m| > 1
Da |1] = 1, muss m > 1 sein. Nach Lemma 3.23 gilt fiir jede natiirliche Zahl n > 1
logm
|m| < max{1, |n|wsn }.
Weil |m| > 1 ist, muss auch |n| > 1 sein und

log m

m] < |n| 55

Das gleiche Argument mit vertauschten Rollen fiir m und n ergibt
logn

I < miesn.
Folglich gilt

1 1

In|©Ben = |m|Eem =: C
fiir alle natiirlichen Zahlen m,n > 1. Das kénnen wir zu
‘n‘ — Clogn — elogC-logn — nlogC
umformen.
Fiir n = 0 oder n = 1 gilt die Formel trivialerweise und fiir n € Z, n < 0 erhalten wir
n| =] =1]-|=n| =] —n| = (-n)* = |n[ZC,

wobel | - |« den Standardabsolutbetrag

T x>0
2[00 =
—x <0
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bezeichnet. Fiir ein allgemeines Element z € Q* finden wir ganze Zahlen m,n mit m # 0,
so dass x = 7-. Dann folgt

R R i ’ n |leC
Im|  |m|2¢  Imls
Nach Lemma 3.13 ist | - | &quivalent zu | - | .
Jetzt nehmen wir an, dass | - | eine nichtarchimedische Bewertung ist. Dann gilt
In| <1
fiir alle natiirlichen Zahlen n. Da die Bewertung | - | nicht trivial ist, gibt es n € IN mit
In| < 1.
Sei
n=pipp
die Primfaktorzerlegung von n. Dann gilt
1> n| = |pa|™ - [pe]™

Da die Bewertung aller Faktoren kleiner oder gleich 1 ist, gibt es einen Index ¢, so dass
fiir p := p; gilt
Ip| < 1.

Wegen der starken Dreiecksungleichung ist
a={zxeZ||z| <1}

ein Ideal von Z und es gilt aukerdem pZ C a. Da pZ maximal ist, gilt entweder a = pZ
oder a = Z. Der zweite Fall kann nicht eintreten, da |1] = 1.
Fiir eine beliebige rationale Zahl x schreiben wir

r = pF—
n
fir k,m,n € Z mit n # 0 und p { mn. Dann sind m und n nicht in a und folglich gilt
|m| = |n| = 1. Daraus erhalten wir
2| = Ipl*
und | - | ist dquivalent zu | - |,. O

Bemerkung 3.25. Der Beweis des nichtarchimedischen Teils von Satz 3.24 zeigt auch,
dass jede nicht unbedingt reelle Bewertung

|1 Q = T'u{o}
dquivalent zu einer p-adischen Bewertung | - |, fiir eine Primzahl p ist.
Korollar 3.26. Jede reelle Bewertung mit diskreter Wertegruppe ist nichtarchimedisch.

Beweis. Archimedische Bewertungen gibt es nach Korollar 3.19 nur fir Kérper K der
Charakteristik 0. Dann enthélt K den Korper @ der rationalen Zahlen. Hat eine Bewer-
tung

| . ‘ K — IR‘ZO
diskrete Wertegruppe, so gilt dasselbe auch fiir die Einschrénkung |- |q auf Q. Aber |- |q
ist nach Satz 3.24 &quivalent zum Absolutbetrag | - |- O
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In vielen zahlentheoretischen Fragen verhalt sich der Korper der rationalen Funktionen
IF(T') fiir einen endlichen Korper IF dhnlich wie der Korper der rationalen Zahlen Q. Das
ist auch was die moglichen Bewertungen angeht der Fall.

Zunachst arbeiten wir liber einem beliebigen Korper K. Wir erinnern uns daran, dass
K|[T] ein Dedekindring ist, dessen Primideale gerade die Hauptideale sind, die von ir-
reduziblen Polynomen P € K|T] erzeugt werden. Nach Satz 2.14 ist die Lokalisierung
KT p) ein diskreter Bewertungsring mit Maximalideal PK[T]p). Die zugehorige addi-
tive diskrete Bewertung

Up : K(T) — ZU{OO}
ist folgendermafsen definiert: wegen der Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerle-
gung in K[T] kénnen wir jedes Element h € K(7T') in der Form

f(T)
h(T)= P(T)""
(1) = Pyl
fiir zu P teilerfremde Polynome f, g € K[T] mit g # 0 schreiben. Dann gilt
vp(h) = n,.
Die entsprechende multiplikative Bewertung
|- |p: K(T) = Rxo
normieren wir folgendermafien:
In|p = pdes(P)vr(h)
falls p = char K > 0 und |h|p := e~4e"»() fiir char K = 0.
Ist P von der Form 7" — a fiir a € K, so kann man vp auch als Nullstellenordnung in
a interpretieren: Fiir h € K(T) gilt per Definition

_ (7 _ g S0
MT) = (T — a) o)
fiir Polynome f und ¢g mit f(a) # 0 und g(a) # 0. Wenn vr_,(h) negativ ist, hat h einen
Pol in a der Ordnung —vy_,(h). Wir bezeichnen | - |7, auch mit | - |,.
Es gibt auf K(T') noch folgende weitere diskrete Bewertung

Voo : K(T) — Z U {0}
ngegg—degf

wobei g # 0 ist und deg0 = —oc.
Lemma 3.27. v, ist eine diskrete Bewertung.

Beweis. Zuallererst iiberzeugen wir uns davon, dass v, wohldefiniert ist. Falls f, f', g, ¢’
Elemente von K[T] sind mit ¢, ¢’ # 0 und

f_r
g g
dann gilt ¢’ f = ¢gf’ und folglich
deg(g") + deg(f) = deg(g'f)
= deg(gf")
= deg(g) + deg(f"),
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also
deg(g) — deg(f) = deg(g’) — deg(f").
Jetzt weisen wir noch die Axiome fiir Bewertungen nach:
(i) v0(0) = —deg(0) = oo
(i) Fir f, f', 9,9 € K[T] mit g,¢" # 0 gilt

o (L) = deglag') - des( 1)
= [deg(g) — deg(f)] + [deg(g') — deg(f")]

() (2)

(iii) Wir betrachten f, f' € K[T'] und nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an,
dass deg(f) > deg(f’). Dann gilt

deg(f + ') < deg(f).
(Es gilt nicht unbedingt Gleichheit, da sich die Leitkoeffizienten im Fall
deg(f) = deg(f’) wegkiirzen kénnten.) Das bedeutet

Voo (f + f') = —deg(f + [') = —deg(f) = veo(f) = min{vee(f), veo(f')}
Fiir allgemeine Elemente h,h' € K(T') finden wir ¢ € K(T')* mit gh, gh’ € K[T].
Daraus folgt mit (i7):
gh + gh’)

Voo(h + 1 —’UOO<
( ) g

= Uoo(gh + gh/) - UOO(g)
< min{ve (gh), v (gh') — vao(9)}
= min{v(h), v (W)}

Wir normieren die entsprechende multiplikative Bewertung
|+ oo+ K(T) = Rxo
folgendermafen. Fiir h € K(T) setzen wir

1 ’Uoo(h)
()™
p

|h|00 - e_voo(h)a

falls char K = p > 0 und

falls char K = 0.
Die Bewertung |-| ist nicht dquivalent zu einer der vorher beschriebenen Bewertungen
| - |p, da |T'|p > 0 ist fiir alle irreduziblen Polynome P, aber |T'|, = —1.

Bemerkung 3.28. Die Bewertung |- | auf K (7') hat nichts mit der Bewertung |- |, auf
Q zu tun. Leider ist die weit verbreitete Notation etwas ungiinstig. Der Index oo fiir die
Bewertung | - |, auf K(T') hat eine geometrische Erkldrung. unter dem Automorphismus
L K(T) — K(T)
1

T— —
T
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wird |« |o in | - |o Uberfiihrt: Fiir f € K[T] der Form

f(T) = anT" + ap T" "+ ...+ ayT + ag
mit a; € K, a, # 0 erhalten wir

1
e = |£)
= |7m T T Qo
1
— an .|an+a/n—1T+...+a1Tn_1+a0Tn|oo

Der Grad von a, + an_1T + ...+ a;T" ! + agT™ ist gleich n — k, wobei k die kleinste
natiirliche Zahl ist, so dass a; # 0. Das heifst

p + ap T +...+aT" =a, +ap, 1T+ ...+ akHT"*k*l + a, T
mit a; # 0. Daher gilt
t(f)le =n—(n—Fk) =k
Andererseits gilt dann aber
f(T) = anT" + ap T+ .+ ap T + 0 T
= T*(a, T " 4+ an T+ 4 g T+ ag)
und somit

[flo =k = [¢(f)loo-

Die Bewertung || kann man somit interpretieren als die Bewertung, die zum Primideal
1

(:7) von K [%] gehort, also die Nullstellenordnung in 0 beziiglich der Variable % Wenn

7 gleich Null ist, bedeutet das T'= oo (grob gesprochen).

Satz 3.29 (Satz von Ostrowski fiir Funktionenkorper). Sei I ein endlicher Kérper. Dann
ist jede Bewertung auf T (T') dquivalent zu | - | oder zu einer Bewertung |- |p fiir ein
irreduzibles Polynom P € F[T].

Beweis. Das Argument ist dhnlich wie der Beweis des Satzes von Ostrowski fiir Q, siehe
Ubungen. 0

Gibt es auf einem Korper K nicht-triviale Bewertungen, so kann man auf K(7") Be-
wertungen konstruieren, die weder dquivalent zu Bewertungen der Form | - |p fiir ein
irreduzibles Polynom P sind noch #quivalent zu | - |. Das ist der Grund dafiir, dass wir
in Satz 3.29 angenommen haben, dass der Grundkorper endlich ist.

Beispiel 3.30. Sei | - | eine nichttriviale reelle nichtarchimedische Bewertung auf einem
Kérper K (zum Beispiel K = Q und |- | = ||, fiir eine Primzahl p). Wir wéhlen r € R
und definieren fiir ein Polynom

f(T) =a,T" + A T P+ T +ag
in K[T]

e

Fiir h € K(T) schreiben wir h = 5 fir f,g € K[T] und g # 0 und setzen

Il
|h|, = 1 :
9]
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Man kann zeigen, dass das eine reelle Bewertung
|+ |r s K(T) = Rxo
definiert, die nicht &quivalent zu | - |p oder | - | ist.
Mit diesem Prinzip kann auch nicht-reelle Bewertungen konstruieren: Wir betrachten
I :=R.o® M\ fiir A € R, 0 < X < 1 mit der lexikografischen Ordnung. Die Gruppe \?
ist isomorph zu Z, nur wollen wir sie multiplikativ schreiben.
Dann definieren wir fiir » € R~y und
f:anT”—l—...—i—alT—l—ao
£l = max{(Ja;|, ")} € T
Das definiert eine Bewertung auf K (7"), die nicht reell ist.

3.4. Topologie zu einer Bewertung. Sei
| . ‘ K — IR‘ZO
eine reelle Bewertung. Fiir z,y € K definieren wir den Abstand

Das ist eine Metrik auf K, das heifst eine Funktion K x K — R, so dass fiir z,y, 2z € K
gilt:
(1) d(z,y) = 0 & x =y (Definitheit)
(2) d(z.y) = d(y, ) (Symmetric)
(3) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung)
Jede Metrik definiert eine Topologie. Genauer gesagt ist eine Teilmenge U C K offen
genau dann, wenn es fiir jedes Element x € K eine reelle Zahl € > 0 gibt, so dass

B. :={ye K|d(z,y) <e} CU.

———"

=lz—y|
Ist x = 0 bilden die entsprechenden Teilmengen
B.(0)={ye K ||yl <e}
eine Umgebungsbasis. Das besondere hierbei ist, dass die B.(0) im Falle einer nicht-
archimedischen Bewertung wegen der strikten Dreiecksungleichung sogar Untergruppen
von K sind.
Eine weitere Besonderheit im nichtarchimedischen Fall ist, dass auch
B(z) ={ye K ||z —y[<e}
offen ist. Der Grund ist der folgende: Fiir 2’ € B.(x) ist

Be(a') ={y € K [ |2 —y| <&} C B:(w),
da fir y € B.(2) gilt
[z —y| =|(z —2) + (=" —y)|
< max{|e — 2|, [¢" — y[}
<e.

Lemma 3.31. Mit oben beschriebener Topologie wird K zum topologischen Kérper, das
heift, Addition, Multiplikation und Inversenbildung sind stetig.
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Beweis. Wir betrachten die Addition
+: K xK—K
Fiir x,y € K und ¢ > 0 miissen wir ¢ > 0 finden, so dass fiir alle 2/, ¢y’ € K gilt:
x| ly—y| <d=|z+y) - @+ <e
Das ist fiir ¢ := § erfiillt: Gilt |# — 2'[, |y — ¢/| < 6, so folgt mit der Dreiecksungleichung

(z+y)— @ +y) == —2)+ -y
<l|z -2+ ]y -y
<o0+90
— 2

=c.
Der Beweis fiir die Stetigkeit der Multiplikation und der Inversenbildung ist &hnlich. [J

Proposition 3.32. Fiir zwei reelle Bewertungen | - |; und | - |3 sind folgende Aussagen
aquivalent

(1) |- |1 und | - |5 sind dquivalent
(2) Die von | - |; und |- |5 induzierten Topologien stimmen tiberein.

Beweis. Angenommen |-|; und |- |2 sind dquivalent. Sind |- |; und |- |5 trivial, so definieren
beide Bewertungen die diskrete Topologie auf K. Ist |-|; und somit auch |-|s nichttrivial,
so wihlen wir @ € K mit |a|; < 1. Dann konvergiert |a"|; = |a|f gegen Null und fiir jeden
Punkt bilden die Bélle

Bjarj, (2) :=={y € K | [z —yh < [a"|1}

eine Umgebungsbasis von x in der von | - |; induzierten Topologie.
Da | - |5 dquivalent zu | - |; ist, gilt nach Proposition 3.17 auch |a|]s < 1 und mit der
gleichen Argumentation bilden

B, (2) :={y € K | [z —yla <[a"|2}
eine Umbegungsbasis von x in der zu | - | induzierten Topologie. Nach Proposition 3.17
gilt
[z —yh <la"1 & [z —yls <|a"[2
und somit
Bla”h(ﬁ) = B|an|2($).
Das heifst, die Topologien stimmen {iberein.

Nun nehmen wir an, dass die von | - |; und | - |5 induzierten Topologien gleich sind.
Insbesondere konvergiert fiir x € K die Folge 2™ beziiglich | - |; genau dann gegen Null,
wenn sie beziiglich |- |5 gegen Null konvergiert. Andererseits wissen wir, dass |z"|; = |z|}
genau dann gegen Null konvergiert, wenn |z|; < 1 gilt. Das heifst 2™ ist eine Nullfolge

beziiglich | - |, genau dann, wenn |z| < 1. Die gleiche Uberlegung gilt fiir | - |o. Wir wissen
nun

lz)y < 1& |z < 1

Daraus folgt mit Proposition 3.17, dass | - | und | - |2 &quivalent sind. O
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Bemerkung 3.33. Auch eine nicht notwendigerweise reelle Bewertung
|-]: K - TU{0}

definiert eine Topologie auf K. Aquivalente Bewertungen definieren die gleiche Topologie.
Allerdings kénnen auch nichtdquivalente Bewertungen die gleiche Topologie induzieren.
Unter milden Voraussetzungen (fiir sogenannte mikrobielle Bewertungen, das sind solche
fir die es x € K* gibt mit |z|® — 0.) ist

K°®:={x € K | |z|" ist beschrénkt}

ein Bewertungsring von K mit
O K G K
Die zu K° gehorige Bewertung ist reell und die induzierte Topologie ist die gleiche wie
die von | - | induzierte.
Daraus schliefen wir, dass die von zwei Bewertungen |-|; und || induzierten Topologien
auf K genau dann gleich sind, wenn die entsprechenden Bewertungsringe K° gleich sind.

Satz 3.34 (Schwache Approximation). Seien | - |1,...,| |, paarweise nichtdquivalente
reelle Bewertungen auf einem Kérper K und ay, ... ,a, € K. Dann gibt es fiir jedes € > 0
ein Element x € K, so dass

|z —a;| <e¢

fir allei=1,...,n.

Beweis. Zunichst zeigen wir folgende Behauptung: 3z € K mit |z|; > 1 und |2|; < 1 fiir
j=2,...,n.

Wir fithren den Beweis per Induktion iiber n. Wir beginnen mit n = 2. Da |- |; und | - |3
nicht dquivalent sind, gibt es nach Proposition 3.17 ein Element o € K mit |a|; > 1 und
laf; <1und 8 € K mit |A[; < 1und |B]> > 1. Dann gilt fiir 2 := §: |21 > Lund |z[; < 1.
Wir nehmen nun an, dass es 2’ € K gibt mit |2/|; > 1 und |¢/|; <1fir j=2,...,n— 1.
Auferdem konnen wir laut Induktionsanfang ein Element <€ K finden mit |y|; > 1 und
lyln < 1.

1. Fall: |2'|,, < 1. Dann erfiillt z := 2™ - y fur hinreichend grofes m € IN die geforderten

Bedingungen.
2.Fall:|7'| > 1. Dann betrachten wir die Folge
P Z'™m _ 1
T l4m (S n
Beziiglich | - |; und | - |,, konvergiert ¢,, gegen 1 und beziiglich | - |5,...,| - |,—1 gegen 0.

Daher erfiillt z := t,,y fiir hinreichend groftes m die geforderten Bedingungen. Somit ist
die Behauptung bewiesen.
Fiir ein Element z € K wie aus der Behauptung betrachten wir die Folge

J— Zm

14’

Sie konvergiert beziiglich | - |; gegen 1 und beziiglich | - |; fir j = 2,...,n — 1 gegen 0.
Fiir gentigend grofses m gilt folglich

m -

£
11—t < —
no

13
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fir j =2,...,n — 1, wobei

a1 =

|CL1|1 CL17£0
1 aq =0

Vertauschen wir die Rollen von |-[; und |-|; fiir ¢ > 1 erhalten wir y; € K mit [1—y,;[ < -5

&17&0

CI,Z‘ZO

und [y;|; < — fiir ¢ # j, wobei o; = {‘fli’i Fir

Ti=a1y1 + ...+ ayyy

gilt dann
|z —ai| = lawyr + ...+ a1y + ai(yi — 1) + @ip1Yivr + -+ anYal
€
<n—=g¢.
n
U
Korollar 3.35. Fiir paarweise indquivalente reelle Bewertungen |- |1,...,| |, auf einem

Kérper K sei K; = K mit der von | - |; induzierten Topologie. Dann liegt das Bild der
Diagonalabbildung
K — ] &
i=1
x— (z,...,x)

dicht.

3.5. Vollsténdig bewertete Korper. Sei (K, |-|) ein reell bewerteter Korper. Im letzten
Abschnitt haben wir K mit einer Metrik und einer Topologie versehen. Durch die Metrik
erhalten wir fiir Folgen in K einen Begriff von Konvergenz und auch Cauchyfolgen sind
definiert.

Definition 3.36. (K| - |) heifst vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in K konvergiert.

Ist (K,|-|) nicht notwendigerweise vollsténdig, so kann man die Vervollstdndigung
konstruieren. Ihre universelle Eigenschaft ist die folgende:

Definition 3.37. Die Vervollstdndigung von (K, |-|) ist ein vollstdndig bewerteter Kérper
(K,|-|") zusammen mit einem Kérperhomomorphismus

K 5 K
mit |- |"x = ||, der universell ist mit dieser Eigenschaft.

Um zu zeigen, dass die Vervollstandigung existiert, geben wir eine explizite Beschrei-
bung an. Die Konstruktion ist die gleiche wie die, die man durchfiihrt,um R aus Q zu
konstruieren. In der Tat ist dies ein Spezialfall, da R die Vervollstdndigung von @ beziig-
lich | - | ist.

Wir sagen, dass zwei Cauchyfolgen (z,)neny und (yn)nenw dquivalent sind, wenn
(Zn, — Yn)nen eine Nullfolge ist. In dem Fall schreiben wir (z,) ~ (Yn)nen-

Wir definieren

% -— {Cauchyfolgen in K} /e
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Wir definieren die Summe und das Produkt zweier Cauchyfolgen (x,)nen und (yn)nen
gliedweise:

(Zn)new + (Un)new = (Tn + Yn)new

(Tn)nen * (Yn)new = (Tn¥n)nen
Auflerdem definieren wir folgenden Homomorphismus
K 5 K ,
r— (z,x,2,...).

Dann muss man folgende Aussagen priifen (was wir uns hier ersparen):

e Addition und Multiplikation definieren Operationen auf K , die K 7u einem Korper
machen. N
e Die Bewertung | - | setzt sich stetig fort zu folgender Bewertung | - | auf K:

|(Zp)nen := lim |z,
n—oo

o (K,|-])— (f(\ .| - ") erfiillt die universelle Eigenschaft.

Beispiel 3.38. Die Vervollstindigung von Q beziiglich | - | ist R. Beziiglich einer
p-adischen Bewertung ist die Vervollstandigung gleich Q,, dem Korper der p-adischen
Zahlen.

Die Vervollstandigung von K (T') beziiglich | - [o = | - |7 ist

K(T) = { i apyT" | ap, € K, N € Z}

k=—N

mit der Bewertung

— e~ min{k>—Nlar#0}

00 N
E aka
k=—N T

Dass das tatséchlich die Vervollsténdigung von K (T") beziiglich | - | ist, werden wir in
den Ubungen nachpriifen.

Lemma 3.39. Sei (K,| - |) reell bewertet, nichtarchimedisch mit Vervollstindigung
(K,|-|"). Dann gilt:

(1) |K*| = |R\X|A (die Wertegruppen stimmen tiberein)

(2) Oz = Ok

Beweis. (1) Sei (x,)nen eine Cauchyfolge in K und « := lim |x,| = |(2y)nen|”. Wir
miissen zeigen, dass « € |K|. Ist a = 0, ist das klar. Ansonsten gibt es N € IN, so
dass fiir m,n > N gilt:

() foal > &
(ii) |2p — zm| < §
Dann gilt fiir n,m > N

20| = |Tm + (20 — 2|
= max |Tp|, |Tn — Tl

= |xm|
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Hierbei haben wir benutzt, dass
Q@
|Tm| > 5> [Ty — T
gilt und deshalb nach Lemma 3.10 die Dreiecksungleichung eine Gleichung ist.
Wir schliefsen, dass fiir n > N die Werte stationdr werden und somit

a=lzy| €K
Aus Stetigkeitsgriinden folgt, dass alle Elemente in 5;\( Bewertung kleiner oder
gleich 1 haben, das heifst
Ok C Oz.
Ist (x,)nen eine Cauchyfolge in K, deren Aquivalenzklasse in O liegt, so gilt

|(zp)nen|” = lim |z,| <1
n—oo

Im Beweis von (1) haben wir gesehen, dass fiir geniigend grofe n die Werte |z,
stationdr werden. Die entsprechenden Folgenglieder x,, liegen dann schon in Ok.
Schmeifsen wir die endlich vielen Folgenglieder, die nicht in Ok sind, heraus,
so erhalten wir eine éiquivgl\ente Cauchyfolge, die noch dazu in Ok liegt. Diese
definiert ein Element von Og.

U

Satz 3.40 (Henselsches Lemma). Sei (K, |- |) ein vollstdndiger, nichtarchimedisch reell
bewerteter Korper mit Bewertungsring O. Sei f € O[T] ein Polynom und ay € O, so dass

| f(ao)| < [f'(ao)|*.

Dann gibt es eine Nullstelle a € O von f mit

|ag — al < |f'(ao)].

Beweis. Die Idee besteht darin, mithilfe des Newtonverfahrens eine Cauchyfolge (ay,)nen
zu konstruieren, die dann gegen eine Nullstelle von f konvergiert.

ABBILDUNG 1. Das klassische Newton-Verfahren

Formal: Wir definieren induktiv folgende Folge (a,),>0 in O:

e q ist das gegebene Element ag mit |f(ag)| < |f'(ao)?|- Insbesondere ist f’(ag) # 0
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e Ist a, konstruiert mit f’(a,) # 0, so setzen wir

Gns1 = Gp — flan)
f'(an)
Wir setzen € := f(( ))
(1) |f'(an)| = |f'(ao)]|, also inbesondere f'(ag) # 0,V¥n und wir kénnen immer a,; defi-
nieren.

(2) [f(an)] < e"|f(ao)]
(3) lan — an| < e"|f'(ao)| (fir n > 1)
Beweis der Behauptung: Fiir n = 0 ist die Aussage klar. Wir nehmen nun an, dass
(1),(2),(3) fiir a,, gelten und weisen sie fir a,.; = a, — ]{c,((a")) nach.
(1) Fiir Polynome existiert an jedem Punkt die Taylorentwicklung. Hier entwickeln wir

die Ableitung f’ im Punkt a,:
f,(T) = f,(an) + (T - a’n)g(T)

fiir ein Polynom ¢(T') € O[T). Setzten wir T = ay4; = a, — 4L erhalten wir

f'(an)’
Flans) = lan) = 12 dory
Da
f(an) f(an)
f,(an)g<an+l) — f/<an)
e"|f(aol)
= [ f'(ao)|
=" f(ao)]
=" f(an)|
<|f"(an)l,
gilt nach Lemma 3.10 Gleichheit bei der Dreiecksungleichung:
P ans)] = {1 @)l | g

= [f"(an)| = |f"(ao)]
(2) Wir betrachten die Taylorentwicklung von f in a,:

F(T) = flan) + f'(an)(T = an) + (T — a,)*h(T)

fir ein Polynom h € O[T] und setzen T' = a, 11 = a,, — %:

= f(a "(a,) - flan)* a
flan1) = flan) + f'(an) F(an) f,(an)gh( i)

f(an)2
= Planp )
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Dann gilt

< " f(ao)].

f(an)
f'(an)
< " f(aol)

|f"(ao)|

=" f'(ao)]

Aus (3) folgt, dass (a,)n>0 eine Cauchyfolge ist, da

Ap4+1 — an| -

.....

=" f(ao)]

Da K vollstandig ist, konvergiert die Folge gegen ein Element a € K. Nun ist a,, € O fiir
alle n > 0 und somit gilt nach Lemma 3.39 (2) sogar a € O. Aus (2) folgt, dass (f(an))n>0
gegen 0 konvergiert. Weil f als Polynom stetig ist, folgt daraus

f(a) =0,
Auferdem gilt nach (3)
la — ap| = lim |a, — ao|
n—oo
< lim e|f'(ao)|
= &l f"(ao)|
< |f"(ao)!.

Oft wird folgende Folgerung aus Satz 3.40 als Henselsches Lemma bezeichnet:

Korollar 3.41. Sei (K, |-|) ein vollstandiger nichtarchimedisch reell bewerteter Kérper
mit Bewertungsring O, Maximalideal m und Restklassenkérper
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Sei f € O[T ein Polynom, dessen Restklassen [f] € k[T] eine einfache Nullstelle a € k
hat. Dann besitzt f eine eindeutig bestimmte Nullstelle a € O mit [a] = a.

Beweis. Wir wihlen ein Urbild ay € O von a@. Dann gilt

[f(ao)] = [f](a) = 0,
also |f(ap)| < 1. Da [f] in @ eine einfache Nullstelle hat, gilt [f'(ao)] = [f]'(@) # 0, also
|f'(ag)| = 1. Insbesondere folgt

| (ao)| < |f(a0)[*.

Damit sind die Voraussetzungen fiir Satz 3.40 erfiillt und wir erhalten eine Nullstelle
a € O von f mit

la —aol < [f'(a0)| = 1.

Das bedeutet [a] = [ag] = @.
Fiir die Eindeutigkeit nehmen an o’ € O ist eine weitere Nullstelle von f mit [a/] =
l[a] = @. Dann gilt:

e fla) = f(a’) =0
o [f(a)l = [f(a)] =1

o la—d| <1
Aus der Taylorentwicklung von f in a erhalten wir
fla') = f(a) + f'(a)(d' —a) + (a' — a)’c
fiir ¢ € O. Daraus folgt
o' — a| = |a’ — af*|e| < |a’ —qf
Da |a' — a] < 1, kann das nur stimmen, wenn |a’ — a| = 0, also a’ = a. 0

Korollar 3.42. Sei (K, |-|) ein vollstandiger, nichtarchimedischer, reell bewerteter Kérper

mit endlichem Restklassenkorper k = O|"/m|,| der Kardinalitdt q. Dann enthélt K die
(¢ — 1)-ten Einheitswurzeln.

Beweis. Wir betrachten das Polynom
F(T) =T ~1 € Oy[T)

und seine Restklasse
A(T) =T — 1 € KT

Da #k = g, gilt fiir alle Elemente @ € k*: @?! = 1. Daher hat [f] genau g— 1 verschiedene
Nullstellen (y,..., (-1 € k.
Diese heben sich nach Korollar 3.41 zu g — 1 verschiedenen Nullstellen

Cly--3G-1 €0 CK
von f. Das bedeutet gerade 1,1 C K. O
Beispiel 3.43. Die p-adischen Zahlen @), enthalten die (p — 1)-ten Einheitswurzeln:

Hp—1 - Qp'
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4. ERWEITERUNGEN BEWERTETER KORPER

Definition 4.1. Eine Erweiterung bewerteter Korper (L,| - |x)/(K,]| - |k) ist eine Kor-
pererweiterung L/ K, so dass die Einschrankung von | - | auf K gleich | - |k ist.

Bemerkung 4.2. Auf dem Niveau der Bewertungsringe Op, von |- |, und Ok von | - |k
bedeutet die Bedingung | - 1|, = |- |k, dass Op N K = Ok.

4.1. Der Satz von Chevalley. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist folgendes. Wir be-
trachten einen bewerteten Korper (K, |- |) und eine endliche Korpererweiterung L/K.

Dann wollen wir die Fortsetzungen von | - | nach L beschreiben, das heifst die Bewer-
tungen | - | von L, die L/K zu einer Erweiterung bewerteter Kérper machen.

Ist | - | diskret, also

|- |: K = MU {0}

fir A € (0,1) € R koénnen wir unser Wissen iiber Erweiterungen von Dedekindringen ein-
setzen. Eigentlich ist die Behandlung dieses Spezialfalls nicht notig, um den allgemeinen
Fall zu untersuchen. Da wir aber schon die ganze Vorarbeit geleistet haben, machen wir
es trotzdem.

Satz 4.3. Sei

|- |: K = M U{0}
eine diskrete Bewertung auf einem Kérper K und L/K eine endliche Kérpererweiterung.
Sei O C K der zu | - | assoziierte diskrete Bewertungsring und Oy, sein Ganzabschluss in

L. Dann sind folgende Abbildungen zueinander inverse Bijektionen
{(0) #p & O prim} < {| - | Fortsetzung von | - | auf L}
p— ||, : Bewertung zu (Op),
prp={z € Or||z] <1} |-

Hierbei wéhlen wir aus der Aquivalenzklasse von Bewertungen zu (Or)p diejenige aus,
deren Einschrankung auf K gleich | - | ist.

Beweis. Nach Satz 2.14 ist O ein Dedekindring. Der Ganzabschluss Oy von O in L ist
wieder ein Dedekindring (AZT 1). Daher sind die Lokalisierungen (Op), an Primidealen
p # (0) von Oy, nach Satz 2.14 diskrete Bewertungsringe. Sei |-|, die zugehorige Bewertung
von L. Dann wir wissen wir nun, dass die Zuordnung
pr=fep
wohldefiniert ist.
Auferdem ist das Maximalideal p(O;), von (Op), gleich

{reL]||x], <1}

Somit gilt nach Proposition 2.5

p=[p(O),] NOL
={re 0| |z|, <1}

Das zeigt, dass die Verkettung p +— |- |, mit |- | +— p|. gleich der Identitét ist. Starten
wir mit einer Fortsetzung |- | von |- | auf L, so ist {z € L | |z|' < 1} das Maximalideal
my.» des zugehorigen diskreten Bewertungsrings und

P = {93 €Oy ’ ‘ZB|/ < 1} =mpp N Or,
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ist ein nichttriviales Primideal von Op. Wir behaupten, dass
(OL)PH/ g OH/

Da | - |' eine Fortsetzung von | - | ist, folgt O C Oy. Als diskreter Bewertungsring ist
O|.; ganzabgeschlossen und enthélt somit auch den Ganzabschluss Op. Auferdem ist O,
lokal und somit faktorisiert O, < O| iiber die Lokalisierung (Op)y, ,-

Nun ist (OL)PH’ bereits ein diskreter Bewertungsring. Wir betrachten die Surjektion

X X

/<OL> - /Om/

Beide Gruppen sind isomorph zu Z, da sie isomorph zu den jeweiligen Wertegruppen
sind. Jede Surjektion Z — Z ist aber ein Isomorphismus. Daher folgt

<0L>P\.|/ = OH/

und die Verkettung von | - |~ ppy mit p — | - |, ist auch die Identitét. O

X
Py

Korollar 4.4. In der Situation von Satz 4.3 gibt es nur endlich viele Fortsetzungen von
| - | auf L.

Beweis. Das liegt daran, dass fiir die Erweiterung von Dedekindringen Oy, /O iiber dem
Maximalideal von O nur endlich viele Primideale p C O, liegen. U

Nun wollen wir die Aussage von Satz 4.3 in groferer Allgemeinheit, also nicht nur fiir
diskrete Bewertungen zeigen. Der Schliissel ist der Fortsetzungssatz von Chevalley. Bevor
wir ihn formulieren, definieren wir das Konzept von Dominanz:

Definition 4.5. Seien A, B nullteilerfreie Ringe und p € A und q C B Primideale. Wir
sagen, dass (B, q) das Paar (A,p) dominiert, falls A C B und qN A = p. In dem Fall
schreiben wir (A4,p) C (B, q).

Proposition 4.6. Sei K ein Kérper. Dann sind die Paare (O, m) fiir einen Bewertungs-
ring O von K mit seinem Maximalideal m genau die maximalen Elemente beziiglich
Dominanz von Paaren (A,p) mit A C K.

Beweis. Sei O ein Bewertungsring von K mit Maximalideal m und (A,p) mit A C K,
das (O, m) dominiert. Wir wollen zeigen, dass (A4, p) = (O,m). Wenn O = K ist, ist das
klar. Daher nehmen wir im folgenden O # K und somit m # 0 an.

Angenommen O ; A. Dann gibt es ein Element a € A it a ¢ O. Da ein Bewertungsring
von K ist, muss dann a=! € O gelten, also wegen O C A auch a=! € A. Als Einheit von
A ist @' nicht in p enthalten. Nach Annahme gilt m C p, also ist a~! auch nicht in m
enthalten. Da O lokal ist, ist a~! eine Einheit in O, also a € O, was im Widerspruch zur
Annahme steht.

Wir nehmen nun an, dass (O, m) maximal ist beziiglich Dominanz. Wir bemerken
zunéchst, dass O wegen der Maximalitdt von (O, m) ein lokaler Ring mit Maximalideal
m ist (ansonsten wiirde (On, mOy,) das Paar (O, m) dominieren und wére echt grofer).
Wire O kein Bewertungsring, so gibe es x € K* mit x, 27! € 0. Dann sind O[x] und
O[z™1] echt groRer als O. Wire mO|z] ein echtes Ideal von O[z], so géibe es ein Primideal
p C O[z], das m enthilt, also (O, m) & (O[xz],p), was aber wegen der Maximalitét von
(O, m) ausgeschlossen ist. Daher gilt
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Die analoge Argumentation fiir O[z™!] ergibt
mO[z7'] = O[z7'].
Es gibt folglich aq, ..., am,bo, ..., b, € m mit

Zm:aixi = l,ibix_i =1.
i=0 i=0

Wir nehmen an, dass die Darstellungen so gewéhlt sind, dass m und n minimal sind.
AuRerdem konnen wir annehmen, dass m # n gilt. Ansonsten ersetzen wir  durch z1.
Es gilt
Zaixi: l—aeO0O\m=0".
i=1
Wir kénnen daher durch 1 — a( teilen und erhalten eine Darstellung

1= g ', e = )
1-@0

=1

Multiplizieren mit =" ergibt
m
"= Z cir'™"
i=1

Das setzen wir in die Gleichung 1 = >"" bz~ ein:

n—1 m
1= Z biZL’_i + Z aniZEi_n
=0 =1

In dieser Darstellung sind alle Exponenten von x in {—(n —1),...,0} enthalten, da nach
Annahme m < n gilt. Das widerspricht aber der Maximalitdt von n. Daher ist unsere
Annahme z, 2" ¢ O nicht korrekt und es folgt, dass O ein Bewertungsring ist. Auferdem
muss m das Maximalideal sein, denn sonst wére

(Om) S (O, mO,).
O

Satz 4.7 (Fortsetzungssatz von Chevalley). Sei A ein Teilring eines Korpers und p C A
ein Primideal. Dann gibt es einen Bewertungsring O von K, so dass (O, mp) das Paar
(A,p) dominiert.
Beweis. Wir betrachten die Menge

M:={(B.q) | BC K,(A,7) C (B,q)}.

Sie ist nicht leer, da (A, p) € M und partiell geordnet durch Dominanz von Paaren. Wir
wollen zeigen, dass M ein maximales Element besitzt. Dafiir iberzeugen wir uns davon,
dass jede aufsteigende Kette

(Bi,q1) € (B2,92) € (Bs,q3) C ...

eine obere Schranke besitzt, namlich

(02 On)
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Korollar 4.8. Sei (K, |-|) ein bewerteter Korper und L/ K eine Kérpererweiterung. Dann
gibt es eine Fortsetzung |- |" von |- | auf L.

Beweis. Sei O der Bewertungsring zu | - | und m sein Maximalideal. Dann gibt es nach
dem Fortsetzungssatz von Chevalley einen Bewertungsring O" von L mit Maximalideal
m’, so dass (O',m’) das Paar (O, m) dominiert.

Das bedeutet, dass O C O'N K und m = m’ N O. Das bedeutet, dass (O'N K, m' N K)
das Paar (O, m) dominiert und noch dazu den gleichen Quotientenkorper hat. Da aber
nach Proposition 4.6 maximal ist unter diesen Paaren, folgt O = O’ N K, das heift die
entsprechende Bewertung | - |" setzt die Bewertung | - | fort. O

Um die Verallgemeinerung von Satz 4.3 auf beliebige Bewertungsringe zu zeigen, brau-
chen wir folgendes Lemma. Fiir diskrete Bewertungsringe wissen wir das bereits.

Lemma 4.9. Jeder Bewertungsring ist ganzabgeschlossen.

Beweis. Sei O ein Bewertungsring mit Maximalideal m. Sei x € K := K(O) ganz {iber
O. Das heifst es gibt ein normiertes Polynom
P(T)=T"+a, T" '+ ... +ay € O[T]

mit P(z) = 0. Ist z ¢ O, so folgt 7! € O und sogar ! € m (da sonst 27! eine Einheit
wire und somit x € O). Daher gilt

2

l=—ap 10 ' —ap o2 —.. . —agx ™™

€m,
was ausgeschlossen ist, da m ein Primideal ist. U

Satz 4.10. Sei K ein Kéorper in A C K ein Teilring und Ak sein Ganzabschluss in K.
Wir definieren

V :={A C O Bewertungsring, mp N A ist maximal}

AK:ﬂo.

OeVv

Dann gilt

Beweis. Da alle O € V nach Lemma 4.9 ganzabgeschlossen sind, folgt
Agc N o.
Oev
Sei nun x € (\pey O. Ist
r € Aglr™,
so sind wir fertig, da es dann aq, ..., a,_1 € Ax gibt mit

r=ap+az ... +a, 2" !

Dann ist  Nullstelle des normierten Polynoms
T" —agT" ' —aT" 2 — ... —a,1 € Ag[T),

also ganz iiber Ax. Da A ganzabgeschlossen ist, folgt © € Ag.
Wir nehmen nun an
i gé A K[:cfl].
Dann ist 7! keine Einheit in Ag[z7!] und somit in einem Maximalideal m von Ag[z™?]
enthalten. Nach Satz 4.7 wird (Ax[z~!], m) dominiert von einem Paar (O, mep) bestehend
aus einem Bewertungsring O und seinem Maximalideal mp. Wir wollen nu zeigen, dass



56 KATHARINA HUBNER

O € Vist. Da 27! € m C mp, ist dann keine Einheit in O und somit z € O. Aber das
steht im Widerspruch zur Annahme
T € ﬂ 0.

Um zu zeigen, dass O € V ist, miissen wir zeigen, dass mp N A maximal ist. Wir zeigen
zunachst, dass mp N Ax maximal ist. Dafiir betrachten wir den Ringhomomorphismus

T Ag — AK[x_l]/m
Da 27! in m enthalten ist, ist p surjektiv. Der Kern ist gleich
mNAg =meNAg[z™ N Ag
=mp N Ag
Also ist

~

A g 1 4 = A

ein Koérper und mp N A maximal. Nun betrachten wir

P A/m@ﬂA - AK/m@ﬂAK'
Da A — Ak ganz ist, ist auch ¢ ganz. Auferdem ist Ak /mo N Ay €n Koérper. Dann ist
auch A/mo A A ein Korper, denn fiir z € A/mo AnA\{0}ist ™" e AK/m@ N Ay 8anz
tiber A/mo nA-

Das heifst, es gibt ag, ..., a,_1 € A/mo A A mit
"+ a, 2" Y+ taxt + ag =0
Das formen wir um zu
1= —ap 1T — Qpox® — ... — apx™

= 2(—ap_1 — Qpox — ... — agx™ ")

-1

Daher ist « invertierbar oder mit anderen Worten z~! € 4 /m o N A- Wir haben nun
gezeigt, dass A N mp maximal ist, also O € V. Das beschliefst den Beweis. O

Korollar 4.11. Sei (K,| - |) ein bewerteter Kérper mit Bewertungsring O. Fliir eine
Korpererweiterung L/ K sei O der Ganzabschluss von O in L. Dann gilt

OL = ﬂ OH/

|-[':L—TU{0}
Fortsetzung von | - |

Beweis. Man wendet Satz 4.10 auf O an und beachtet, dass die Bewertungsringe von L,
die (O, mp) dominieren, gerade die Fortsetzungen von | - | nach L entsprechen. U

Um nun tatsdchlich ein Analogon zu Korollar 4.4 zu erhalten, brauchen wir nur noch
die folgenden zwei Aussagen.

Lemma 4.12. Seien O4, ..., O, Bewertungsringe eines Kérpers K mit Maximalidealen
my,...,m,. Wir setzen

R:ﬂ()l undpl:Rﬂm,

=1
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Dann gilt fiirt=1,...,n

Beweis. Da O; lokal ist, gilt R,, € O;. Fiir die umgekehrte Inklusion nehmen wir ein
Element a; € O; und wollen zeigen, dass a; schon in R, liegt. Dafiir miissen wir ¢ € R\ p;
finden, so dass ac € R. Dann ist
a = % € Ry,.
Sei k; = O;/m; der Restklassenkorper von O;. Wir wihlen eine Primzahl p, so dass fiir
1=1,...,n gilt:
e p > char(k;)
e k; enthélt keine primitive p-te Einheitswurzel
Wir setzen b =1+ a +a? + ...+ a?~!. Dann ist b # 0. Ansonsten wire b eine primitive
p-te Einheitswurzel und somit auch [b]; € k; eine primitive p-te Einheitwurzel, aber das
haben wir ausgeschlossen. Daher ist b invertierbar in K und wir setzen ¢ = b~ .
Wir wollen nun zeigen, dass ¢ € R\ p; und ac € R. Dafiir reicht es fiir j = 1,...,n die
Inklusionen ¢ € O;, ac € O; und ¢ ¢ p; zu zeigen.
Falls a € O; ist, unterscheiden wir zwei Félle:

1. [a]; =1 in k;. Dann ist
Bl; =1+ [al; +[al} + ...+ [al?™

=14+14+1+...+1

=p#0,
da p > char(k;).
2. [a]; # 1 in k;. Dann ist
1—[al?
bl; = J

da k; keine primitive p-te Einheitswurzel enthélt.
In beiden Féllen ist [b]; € &, also b € OF. Dann gilt auch ¢ = b~' € O} und ac € O;.

7 )

Insbesondere fiir j = ¢ erhalten wir ¢ & p;.
Falls a € O;, folgt a=! € O; und das gleiche Argument wie eben zeigt

l+a!'+a?+...+ P Veor.

Daraus folgt

-1
c=b"t=q @V <1 +a'+a P+ —i-_(p_l)) € O;

-1
ac=ab~ ! =q P2 (1 +at+a .. +_(p_1)> € O
Damit erfiillt ¢ alle Bedingungen und es folgt

a=— € R,..
- p;

g

Satz 4.13. Sei (K, |- |) ein bewerteter Kérper und L/K eine algebraische Erweiterung
mit endlichem Separabilitatsgrad [L : K|,. Dann gilt fiir die Anzahl n der Fortsetzungen
von | - | nach L

n <|[L: K],
Insbesondere ist n endlich.
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Beweis. |[EP05, Theorem 3.29.] O

Wir haben nun alles beisammen, um die Verallgemeinerung von Korollar 4.4 auf belie-
bige Bewertungsringe zu beweisen.

Satz 4.14. Sei (K, |-|) ein bewerteter Kérper mit Bewertungsring O. Fiir eine endliche
Kérpererweiterung L /K gibt es nur endlich viele Fortsetzungen |-|" von |-| nach L, sowie
eine Bijektion
{p € O, maximal} «— {Fortsetzungen von | - |}
pr— (O
{zeOp | |z <1} +— ||
Aufserdem gilt

Or= (] (0w

pCOL
maximal

Beweis. Nach Satz 4.13 gibt es nur endlich viele solche Fortsetzungen. Wir bezeichnen
mit

04,...,0,CL
die dazugehorigen Bewertungsringe mit jeweiligen Maximalidealen m; C ;. Dann gilt
nach Korollar 4.11

OL - ﬁ Oz
=1

Das ist ein endlicher Durchschnitt von Bewertungsringen. Wir konnen darauf Lemma 4.12
anwenden, das besagt, dass

0; = (OL)PN

wobei p; = O Nm,.
Wir miissen uns nun noch davon iiberzeugen, dass p; ein Maximalideal ist. Sei m das

Maximalideal von O. Da O; der Bewertungsring einer Fortsetzung von | - | ist, gilt
m=0Nm
=0nNnao L m,;

Die Inklusion
ki=Ofm = Oy,

ist ganz, weil O — Op, ganz ist. Jede nullteilerfreie ganze Erweiterung eines Korpers ist
wieder ein Korper, also ist p; maximal.

Das einzige, das fiir den Beweis noch fehlt, ist zu zeigen, dass jedes Maximalideal 2t
von O von der Form m; N Oy ist. Nach Chevalleys Fortsetzungssatz (Satz 4.7) gibt es
einen Bewertungsring (O',m’) von L, der (O,9) dominiert. Dann dominiert (O, m’)
auch (O, m) und folglich ist (O, m’) eine Fortsetzung von (O, m), also gleich einem der
Bewertungsringe (O;, m;). Insbesondere gilt

im:m'ﬂOL:miﬁOL.
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4.2. Erweiterungen vollstindig bewerteter Kérper. Wir betrachten in diesem Ab-
schnitt vollstdndig reell bewertete Korper (K, |- |). Unser Ziel ist es zu zeigen, dass es
fiir jede endliche Erweiterung L/K nur eine Fortsetzung der Bewertung | - | auf L gibt.
Der springende Punkt ist die Erkenntnis, dass wir fiir jede Fortsetzung | -|" von |- | auf
L den Korper L als normierten K-Vektorraum auffassen konnen. Dann benutzen wir,
dass fiir endlich-dimensionale K-Vektorrdume alle Normen dquivalent sind. Das ist das
Resultat, das fiir R-Vektorrdaume wohl bekannt ist. Es gilt aber fiir beliebige vollstédndige
reell bewertete Grundkorper.
Zunachst kldren wir die Begriffe.

Definition 4.15. Sei (K, |-|) ein reell bewerteter Kérper und V' ein K-Vektorraum. Eine
Norm auf V ist eine Funktion
-1V — Rxo

mit den Eigenschaften

(i) [|[z]| =0<x=0

(if) [loz]| = [l

(iii) [l +yll < [lzll + [yl
fir allex,y € V, a € K.
Beispiel 4.16. Wir konnen K" immer mit der Supremumsnorm

(@1, o)l = max {Jla]}

=1,...,

versehen. Dann ist K™ ein vollstdndig normierter K-Vektorraum.

Definition 4.17. Zwei Normen || - [|; und || - ||z auf einem K-Vektorraum V heifen
dquivalent, wenn es Konstanten ci, ca > 0 gibt, so dass fiir alle z € V' gilt

cillzlly < lzflz < cofl]ls-
Eine Norm || - || auf einem K-Vektorraum V induziert eine Metrik
d(z,y) = [z =yl

und damit eine Topologie auf V.

Lemma 4.18. Zwei dquivalente Normen || - ||y und | - ||» auf einem K-Vektorraum V/
induzieren auf V die gleiche Topologie.

Beweis. Gibt es Konstanten ¢y, co > 0 wie in der Aussage der Definition, dann folgt fiir
jedes Element z € V

By (2, e22) € By (,€) S By, <$ Cil) :
Daher stimmen die Umgebungsbasen von x beziiglich || - ||; und || - ||2 iiberein und die
Topologien sind gleich. Il
Firz € V und A C V setzen wir
d(z, A) := inf d(z,y).

yeA
Satz 4.19. Sei (K, |-|) ein vollstandiger reell bewerteter Korper, (V.|| -||) ein normier-
ter K-Vektorraum, und W C V ein endlich-dimensionaler Untervektorraum mit Basis
{wy,...,w,}. Dann gilt
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(i) Die durch den Isomorphismus

o: K" =S W
(1, .., ) = aqwy + ... + apwy,
von der Supremumsnorm auf K™ induzierte Norm auf W ist dquivalent zu || - ||y .
(ii) Fiir jedes x € V\ W gilt
d(z, W) > 0.

Beweis. Wir zeigen (i) und (ii) gleichzeitig per Induktion iiber die Dimension n von W.
Fiir n = 0 ist die Aussage klar. Der Induktionsschritt hat folgende Struktur:

(ii) firn —1 4 (i) fir n @ (i) fur n

(1) Wir bezeichnen mit
|+ Ilsup : W = Rixo

die von der Supremumsnorm auf K" induzierte Norm. Dann gilt fiir ein Element

o agw; von W
n n n
| Z%‘wz‘ﬂ < Z [loviws|| = Z ] - [Jwil]
=1 i=1 i=1

n
< sup ’042'|‘Z||wz‘||
i=1,....,n i1

N

=:co

n

=ca- || Zaz‘wz‘ﬂsup-

i=1
Um eine Ungleichung der Form || - ||sup < c1|| - || zu produzieren, betrachten wir fiir
1 =1,...,n den Untervektorraum von W, der von

Wiy v oy Wie1, Wit1, .-+, Wp

aufgespannt wird. Nach Annahme gilt

fiir alle 7. Sei
¢ := min d(—w;, W;)

i=1,..,n
Fir w = 7" ayw; € W\ {0} wahlen wir j € {1,...,n} mit |o;| = sup,_;__, |ol.
Dann folgt

aq Qo
il = Jay] - H—w1+...+wj+...+_wn
2 gl - d(—w;, Wy) 2 e sup|o]
=C HwHSUp-
(2) Sei z € V\ W. Wire d(x, W) = 0, so gibe es fiir jedes k € IN ein Element x;, € W
mit
1
d(zg, x) < T
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Dann ist (xy)ken eine Cauchyfolge in W. Nach Annahme ist die Norm ||-||y dquivalent
zur Supremumsnorm || - ||s,p und beziiglich dieser ist W vollsténdig. Also konvergiert
die Cauchyfolge (zx)rew gegen ein Element y € W. Dann gilt fir £ € N

[z =yl <z =2l + [z =y

und beide Summanden werden fiir ausreichend grofte £ beliebig klein. Daher folgt
xr =y € W, was im Widerspruch zur Annahme steht.

U

Korollar 4.20. Sei (K, |-|) ein vollstandiger reell bewerteter Korper und V' ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum. Dann sind alle Normen auf V dquivalent.

Beweis. Das ist die Aussage von Satz 4.19 (i) mit W = V. O

Korollar 4.21. Sei (K,|-|) ein vollstidndiger reell bewerteter Kérper und (V.|| - ||) ein
normierter K-Vektorraum. Dann ist jeder endlich-dimensionale Untervektorraum W C V
abgeschlossen.

Beweis. Fir x € V' \ W ist nach Satz 4.19 (ii)
g:=d(z,W)>0.

Dann ist B(z,¢) in W enthalten. Das zeigt, dass V' \ W offen und somit W abgeschlossen
ist. U

Korollar 4.22. Sei (K,|-|) ein vollstandiger reell bewerteter Kérper und L/K eine
endliche Korpererweiterung. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Fortsetzung von | - |
nach L.

Beweis. Nach Korollar 4.8 existiert mindestens eine Fortsetzung | - |" von | - | auf L.
Diese macht L zu einem endlich dimensionalen normierten K-Vektorraum. Jede weitere
Fortsetzung von |- | definiert nach Korollar 4.20 eine dquivalente Norm und somit die glei-
che Topologie auf L. Daher sind die entsprechenden Bewertungen nach Proposition 3.32
dquivalent. Da beide Fortsetzungen von | - | sind, sind sie sogar gleich. O

Beispiel 4.23. Wir betrachten den vollstandigen Korper ), und die Erweiterung

L= Qp[\/z_?]

Die eindeutige Fortsetzung | - | der p-adischen Bewertung | - |, auf L muss wegen der
Multiplikativitat von Bewertungen

1

VPl = /Iply = 7

erfiillen. Wir kénnen darauf auch noch aus einem anderen Blickwinkel schauen. Der Be-
wertungsring der p-adischen Bewertung |-|, in Q,, ist Z,. Sei O = (Z,) , der Ganzabschluss
von Z, in L. Nach Satz 4.14 entsprechen den Maximalideale von O den Fortsetzungen
von | - |,. Da es nur eine Fortsetzung gibt, ist O lokal. Noch dazu ist O ein Dedekindring,
also ist O ein diskreter Bewertungsring. In O gilt

p=r
also verzweigt p in L. Nach der fundamentalen Gleichung gilt

2=[L:Qy=e-f-1L
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Es folgt e = 2 und f = 1. Somit ist (,/p) ein Primideal in O, genauer gesagt das eindeutig
bestimmte Maximalideal. Jedes Element x € O kann man in der Form

z = u(vp)"

fiir eine Einheit © € O und n € N schreiben. Dann folgt

" 1
T\L = |\/P| =
ol = VA" =

4.3. Verzweigung und Tragheit. Wir betrachten eine endliche FErweiterung
(L,| - |0)/(K,|-|k) nichtarchimedisch bewerteter Korper. Seien (O, mg) und (O, my)
die zugehorigen Bewertungsringe. Da

myg = O Nmyg,

erhalten wir eine induzierte Erweiterung der Restklassenkorper
k= OK/mK — OL/mL =: /.
Der Tragheitsgrad von L/K ist definiert als
f:=1[0:k].

Da || eine Fortsetzung von |- |k ist, ist die Wertegruppe von K in der von L enthalten:

K* [ € L7
Wir definieren den Verzweigungsindex von L/K als

e = (|LX|L : |KX|K) :

Beispiel 4.24. Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass die Definition der Verzweigungs-
index und des Trégheitsgrades kompatibel mit den entsprechenden Begriffen sind, die wir
aus der Welt der Dedekindringe kennen.

Wir betrachten einen Dedekindring A mit Quotientenkérper K. Fiir eine endliche Er-
weiterung L/K sei B = A der Ganzabschluss von A in L. Wir wéhlen ein Primideal
B C B und setzen p =P N A. Dann sind die Lokalisierungen A, und By diskrete Bewer-
tungsringe, die die Erweiterung L/K zu einer Erweiterung bewerteter Korper machen.
Da

A, ~ A
k) =A/p 5 M,
und
_B ~ By
kP =Bl = Bo
stimmt die Restklassenkorpererweiterung auf Seiten der Dedekindringe mit der der dis-
kreten Bewertungsringe iiberein und folglich sind die Tragheitsgrade gleich.
Fiir die Bestimmung des Verzweigungsindex von B|p schauen wir uns die Primfaktor-
zerlegung
pB = PP P
Wir kénnen daran den Verzweigungsindex e im Sinne von Erweiterungen von Dedekin-
dringen ablesen.

Um den bewertungstheoretischen Verzweigungsindex zu bestimmen, wihlen wir eine
Uniformisierende m € pA,. Dann erzeugt ||, die Wertegruppe |K*|. In By gilt

pBy = (PBy)“.
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Sei IT eine Uniformisierende von B By. Dann kénnen wir 7 in der Form
m = UII°
schreiben, fiir eine Einheit U € By. Daraus folgt
ly = Il = ITIJ.
Da |II]y die Wertegruppe |L*| erzeugt, folgt
(L5 [KX]) = e

Wir wollen nun untersuchen, was beim Ubergang zur Vervollstindigung mit dem Trég-
heitsgrad und dem Verzweigungsindex passiert.

Lemma 4.25. Sei (K, |-|) ein bewerteter Korper mit Bewertungsring O, Maximalideal
m und Restklassenkérper k = O/ m. | Wir bezeichnen mit (9 m und k die entsprechenden
Objekte fiir die Vervollstandigung K. Dann gibt es nattirliche Isomorphismen

kS k
K| 2 K.

Beweis. Wir betrachten die natirliche Inklusion

—

k=9%m— 9/ =L
Fiir @ € k wahlen wir « € O mit la] = @. Es ist
a+ﬁ\1:{x€(/9\| |a—$|<1}:B(a,1)

eine offene Umgebung von a. Da O in O dicht liegt, gibt es ag € O, das in a+m enthalten
ist. Dann folgt

a=[a] = [ag] € k

und wir haben gezeigt, dass k = k.
Was die Wertegruppe betrifft, so haben wir die Aussage schon in Korollar 1.16 bewiesen.
O

Korollar 4.26. Sei (L,|-|.)/(K,|- |k) eine Erweiterung reell bewerteter Kérper. Dann

bleiben Trigheitsgrad und Verzweigungsindex beim Ubergang zur Erweiterung L / K der
Vervollstandigungen gleich.

Wir wollen nun den Tragheitsgrad und Verzweigungsindex mit dem Korpergrad in
Verbindung setzen.

Lemma 4.27. Sei (L,|-|.)/(K,|- |k) eine Erweiterung bewerteter Kérper mit entspre-
chenden Bewertungsringen (O, my) und (O, mg) und Restklassenkérpern k = Ok /mg

und { = OL/mL.
Seien w1, ..., w,, € Op und 7,..., 7, € L™ mit
(1) [wr],...,[wn] € € sind linear unabhédngig iiber k,

(2) |7|p, ..., |malr € |L*|L sind paarweise verschieden modulo | K™ |k.



64 KATHARINA HUBNER

Dann gilt fiir alle oy;; € K

m n

> D aywim| = max {|og;wim| L}

i=1 j=1 B
= H}E;XU%HK |mjle}
Insbesondere sind die Produkte w;w; € L linear unabhéangig iiber K.

Beweis. Wir betrachten zunéchst Elemente der Form ", fw;, fir §; € K, und wollen
zeigen, dass

= max {[fi|x}
i=1,...,m
L

m
Z ﬁiwi
i=1

Sind alle Koeffizienten §; = 0, so ist das klar. Wir nehmen nun an, dass nicht alle ;
verschwinden. Wir wahlen einen Index r so dass

|/8T|K = 1max |ﬂz|K > 0.
i=1,....m

Dann ist
S leo,
— [
und der Koeffizient von w, ist gleich 1. Da [wy],..., [w,,] linear unabhéngig sind, und

nicht alle Koeffizienten der Linearkombination
> {@] Jw,] € ¢
i=1 Br

verschwinden (der Koeffizient von [w,] ist 1), ist [> )", Gtwi] # 0. Wir folgern daraus,
dass

Wir erhalten

= |6r’K '
’/87‘|K

= max {|B[x}.
1=1,....m

Z Biw; Z %wi
1=1 i=1 "

. m n % . .
Nun betrachten wir > |, > 1" | a;w;m;. Da |m;|, modulo |K* |k paarweise verschieden
sind, sind die Werte

= |5l

m
E aijwi
1=1 L

max ||k} Tl
=1 m

=l,...

m
E aijwiﬂj
1=1

L
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paarweise verschieden fiir j = 1,...,n. Daher gilt im Folgenden bei der Dreiecksunglei-
chung sogar Gleichheit (Lemma 3.10):

m n n m
E E aijwmj = E E ozijwmj
i=1 j=1 I j=1 i=1 I
m
= max E Qi WiT
j=1,..n
=1 L

= max {la;|x - [0}

j=1,..,n

Um zu sehen, dass w;7; linear unabhéngig sind, nehmen wir an, dass

m n
E E Oéij’wi’ﬂ'j = 0

i=1 j=1
ist. Dann gilt

0= |0|L = ZZaijwmj

i=1 j=1 I

= A:HllaX {\Oéij’K ) |7TJ\L}-

20ty

7j=1,..n

Das impliziert fiir alle ¢, 7, dass

| sl i - il = 0.
Die Werte |m;|; sind nach Konstruktion ungleich Null. Daher folgt |o;;|x = 0, also
Q5 = 0 V’L,j U
Korollar 4.28. Sei (L,|-|.)/(K,| |k) eine Erweiterung bewerteter Kérper mit Trég-
heitsgrad f und Verzweigungsindex e. Dann gilt

n=I[L:K|>ef.

Beweis. Wir wihlen Elemente m,...,7. € L, so dass die Werte |m;|;, ein Représen-

tantensystem der Restklassen in 1L*]e / |K¥|x bilden. Aufserdem wihlen wir Elemente

wy,...,ws € Op, deren Restklassen in OL/mL = ( eine Basis von ¢ iiber k = OK/mK
bilden. Dann gilt nach Lemma 4.27

ef <n=[L:K].
l

Bemerkung 4.29. In AZT 1 haben wir fiir Erweiterungen von Dedekindringen die fun-
damentale Gleichung bewiesen: Ist A ein Dedekindring mit Quotientenkorper K, L/K
eine endliche Erweiterung, B = Ay der Ganzabschluss von A in L und p C A ein Prim-
ideal, so gilt

n = [L . K] = Zeifi,
i=1
wobei e; und f; die Verzweigungsindizes und Trégheitsgrade der Primideale 3 C B
iiber p bezeichnen. Das konnen wir auf den Fall anwenden, in dem A ein vollstédndiger
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diskreter Bewertungsring ist Nach Satz 4.3 entsprechen die Primideale *J3 C B iiber p den
Fortsetzungen von | - |, nach L. Da K vollsténdig ist, gibt es nach Korollar 4.22 nur eine
Fortsetzung und somit ein Primideal 3 C B {iber p. Die fundamentale Gleichung nimmt
dann die Form

n=[L:K|=ef
an fir e = e(*P/p) und f = f(P/p). Wir schlieken daraus, dass in Korollar 4.28 im Falle,
dass K vollstandg und diskret bewertet ist, sogar Gleichheit gilt.

Beispiel 4.30. Wir betrachten fiir m € IN die Erweiterung
1
K= Qu(pm)/Qp.
Der Erweiterungsgrad ist
n:=[K:Q,) =m.
Es gilt

1
= |k = |ply =

=3
3= =

Daraus folgt
e= (|K"|k : 1Q)],) = m.
Wegen Korollar 4.28 folgt
e=m, f=1

Beispiel 4.31. Wir betrachten die Kreisteilungserweiterung
K= Qppyr)/Qp

fir r € IN. Sie entsteht durch Adjunktion einer primitiven p"-ten Einheitswurzel ¢,-. Diese
ist eine Nullstelle des Kreisteilungspolynoms

™ —1
r—1

= e T e T

B, (T) =

Wir wollen uns davon tiberzeugen, dass ®,-(7'+ 1) ein Eisensteinpolynom ist, das heifst
O (T+1)=T"" "D modp

und
®,-(1) Z0 mod p*.
In der Tat gilt

T+1)» -1 " r—1(_
O (T4 1) = e = g =T mod

und
®p(1) =17 D L7 D 1T 11 mod pP

Nach Aufgabe 1 auf Blatt 9 der Ubungen ist ®,(7+ 1) als Eisensteilpolynom irreduzibel
und

K = Qp(ppr) = Qp(Gpr) = Qplpr—1)

ist rein verzweigt von Grad p"~!(p — 1), also

€ :pr—l(p - 1)7 f =L
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Tatséchlich sagt uns die Ubungsaufgabe auch, dass ¢pr —1 € K eine Uniformisierende ist,
also

1
|Cp7‘ — 1|k =p -0,

Bis jetzt haben wir nur Beispiele mit diskreten Bewertungen betrachtet. Aus den letzten
beiden Beispielen kann man auch ein nichtdiskretes Beispiel konstruieren.

Beispiel 4.32. Sei K = (J, . Qp(tpr) = Qp(pp), also die Vervollstédndigung der Verei-
nigung aller Kérper Q,(y,-). Hier beachte man, dass | J, .y Qp(/tpr) keine endliche Erwei-
terung von ), ist, und daher nicht automatisch vollstandig. Tatsachlich kann man zeigen,
dass eine unendliche algebraische Erweiterung nie vollsténdig ist.

Die Wertegruppe von K ist gleich

|[K™| = U |Qp(ppr) | = U <p_w+(p_l)>

relN relN

Z

Insbesondere ist sie eindeutig p-divisibel, das heift fiir jedes v € |K*| ist auch 7% e |K*|.
Nun betrachten wir L = K(y/p). Man kann zeigen, dass ¢/p ¢ K. Daher ist [L : K] = p.
Die Wertegruppe von L ist
1
L7 = [K*|» = [K7],
also hat die Erweiterung L/K Verzweigungsindex e = 1.

Der Trigheitsgrad von Q,(¢/p)/Q, ist nach Beispiel 4.30 gleich 1. Die Erweiterung L/ K
bekommt man, indem man das Kompositum mit /K bildet. Dabei kann der Tragheitsgrad
nur abnehmen. Somit ist der Trégkeitsgrad f von L/K gleich 1. Wir sehen, dass in diesem
Fall die fundamentale Gleichung nicht gilt. Es gilt nur die Ungleichung

ef=1<p=I[L:K].

Satz 4.33 (Die fundamentale Ungleichung). Sei (K, |-|) ein bewerteter Kérper und L/ K
eine endliche Kérpererweiterung. Wir bezeichnen mit | - |1,...,| - |, die endlich vielen
Fortsetzungen von | - | auf L. Fiiri € {1,...,r} sei e; der Verzweigungsindex und f; der
Tragheitsgrad der Erweiterung (L, |- |;)/(K,|-|). Dann gilt

[L: K] > iez‘fi
=1

Beweis. [EP05, Theorem 3.3.4.] O

4.4. Hilbertsche Verzweigungstheorie. Ebenso wie fiir Zahlkorper ist die Verzwei-
gung einer galoisschen Erweiterung (L, |- |1)/(K,| - |k) bewerteter Korper in der Galois-
gruppe kodiert. Die Konzepte sind analog zu denen bei Erweiterungen von Zahlkorpern,
daher werden wir uns kurz fassen.

Wir betrachten einen bewerteten Koérper (K, |- |) und eine endliche Galoiserweiterung
L/K. Dann operiert die Galoisgruppe G := Gal(L/K) auf der Menge der Fortsetzungen

| -|" von | - | auf L. Genauer ist fiir eine Fortsetzung |- |' und o € G die Abbildung
lo()]" s K — Rxg
z > |o(z)/

wieder eine Bewertung, und dies definiert die Operation.

Proposition 4.34. Die Operation von G auf der Menge der Fortsetzungen von | - | auf
L ist transitiv.
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Beweis. Der Beweis nutzt den schwachen Approximationssatz. Diesen haben wir nur fiir
reelle Bewertungen bewiesen. Daher beschranken wir uns auf den Fall von reellen Be-
wertungen. Der allgemeine Approximationssatz gilt fiir Bewertungen, die nicht nur nicht
aquivalent sind, sondern nicht die gleiche Topologie induzieren. Wenn man das voraus-
setzt, funktioniert der folgende Beweis wortlich auch fiir nicht-reelle Bewertungen.

Seien | - |; und | - |2 Fortsetzungen von |- | auf L. Angenommen fiir jedes o € G sind
die Bewertungen | - |; und |o(-)|2 verschieden, also nicht dquivalent.

Sei (O, m) der Bewertungsring zu | - | und Oy, sein Ganzabschluss in L. Dann gilt nach

Satz 4.14
O, =)0
=1

fiir die endlich vielen Fortsetzungen |- |; mit Bewertungsring O; von L. Nach dem schwa-
chen Approximationssatz (Satz 3.34) gibt es ein Element x € Op, so dass

lz]y <1, lo(x) — 1] < 1 Vo € G.
Wir betrachten
N(x) = H ox € O.
Alle Faktoren ox sind in Op und fir ¢ = id ist der entsprechende Faktor x in
p1={y € O | |yl < 1}. Daher ist
N(QC) EplﬂO:m.
Andererseits gilt fiir jedes 0 € G wegen |o(z) — 1]» < 1, dass
o(x) gp2={y €0 | |yl <1}.

Daher ist N(z) ¢ po. Da m = po, N O, ist N(x) und nicht in m enthalten, was im
Widerspruch zum vorherigen Absatz steht. U

Definition 4.35. Fiir ¢ € {1,...,r} heift die Standgruppe (Stabilisator) von | - |; unter
der Operation von G Zerlequngsgruppe. Wir bezeichnen sie mit

Zi={oeG | |o(x)]; =|z|; Ve € L}.
Korollar 4.36. Fiiri,j € {1,...,r} sind die Zerlegungsgruppen zueinander konjugiert.
Beweis. Das folgt direkt aus Proposition 4.34. O
Der folgende Aspekt ist neu im Vergleich zu unserer Behandlung von Zahlkorpern.

Satz 4.37 (Krasners Lemma). Sei (K, |-|) ein vollstandiger reell bewerteter Kérper und
a € K5 ein Element im separablen Abschluss. Sei 3 € K®# ein Element im algebraischen
Abschluss, so dass fiir alle Einbettungen o : K(a) — K*P mit oo # « gilt

o =Bl < Ja—a(a)].
Dann folgt o € K([3).
Beweis. Aufgabe 1 auf Blatt 10. U

Proposition 4.38. Ist | - | reell, so ist die Vervollstindigung L; von L beziiglich |- |
galoissch unter K und wir haben einen natiirlichen Isomorphismus

Gal(L;/K) ~ Z,.
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Beweis. Da L/K separabel ist, gibt es ein primitives Element x € L, also L = K(z), und
x ist separabel iiber K. Dann ist K (x) endlich und separabel iiber K. Insbesondere ist
K(x) nach Korollar 4.20 vollstdndig. Da

L=K(z)C K(z)C L,

folgt daraus K () = L und L ist separabel uber K.

Wir betrachten nun eine X - Einbettung o : L — K. Fiir a € L wahlen wir g € L
mit

lo(a) —o(B)| < |o(a) — 7(a)] Y7 mit 7(«) # ().

Dann folgt aus Krasners Lemma (Satz 4.37)
o(a) € Li(of) = L(B) = L.

Folglich ist L\z galoissch.

Fir o € Gal(L\i / K ) ist 0|, natiirlicherweise ein Element von Gal(L/K). Das definiert
einen Homomorphismus

¢ : Gal(L;/K) — Gal(L/K).

¢ ist injektiv: ein Element o € Gal( i/ K ) ist auch ein K-linearer Homomorphismus

L — L und somit automatisch stetig. Da L dicht in L liegt, ist o somit schon durch
cr‘ ; eindeutig festgelegt.

Das Bild von ¢ ist Z;: fiir o € Gal( /K) ist [o(-)|7; eine weitere Fortsetzung von |- |z

auf L\Z Da K vollstandig ist, gibt es nach Korollar 4.22 nur eine Fortsetzung und es folgt
||z = lo(-)|f; und somit ist o € Z;.
Auf der anderen Seite ist jedes Element o von Z; stetig beziiglich | - |;, da sogar gilt

lo(x)|; = |x|; Vo € L.

Daher setzt sich o stetig zu einem Automorphismus von L\Z fort, und definiert somit ein
Element von Gal(L;/K), dessen Einschrankung auf L gleich o ist. d

Ein Element ¢ € Z; bildet den Bewertungsring O; zu | - |; wieder auf O; ab und das
zugehorige Maximalideal m; auf m;. Wir erhalten einen induzierten Homomorphismus

L — Autk(&)

Hierbei ist ¢; = / m,; und £ = O/ m. Genauso wie im Falle von Zahlkérpern kénnte ¢; /k
inseparabel sein. Das ist der Grund, warum wir Autg(¢;) statt Gal(¢;/k) schreiben.

Proposition 4.39. (i) ¢;/k ist normal
(ii) 7 ist surjektiv

Beweis. Das Argument ist analog zum Zahlkorperfall. O
Definition 4.40. Der Kern von 7 heifst Trdgheitsgruppe und wird mit T; bezeichnet.
Wir erhalten folgendes Bild.
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L

DA
T;

Zi~Gal(L; /K)| L'

fiir reelle ~Autg (4;)
Bewertungen
L%
K

In der gleichen Weise wie fiir Zahlkorper kénnen wir das Zerlegungs- und Verzweigungs-
verhalten in den einzelnen Teilerweiterungen untersuchen. Das Ergebnis ist der folgende
Satz. Die Verzweigungsindizes und Tragheitsgrade sind alle beziiglich der Bewertung | - |;
definiert. Mit e und f bezeichnen wir den Verzweigungsindex und Tragheitsgrad von

L/K.

Satz 4.41. Es gilt:
(i) e(L7/K) = f(L*/K) =1,
(ii) (LT /L%) =1,
f(LY L% = f, = [L% : L%],
(iii) e(L/LT) = e,
fF(L/LT) = fi,
efi < [L : LTl]

Beweis. [EP05, Corollary 5.3.8.] O

Wir méchten darauf hinweisen, dass in (iii) im Allgemeinen nicht ef; = [L : L] gilt,
sondern nur ef; < [L : LTi]. Das liegt daran, dass die fundamentale Ungleichung im
Allgemeinen keine Gleichung ist. Im Falle von diskreten Bewertungen gilt ef; = [L : L]

5. LOKALE KORPER

5.1. Beschreibung von lokaler Kompaktheit.

Definition 5.1. Ein Hausdorffraum X heit lokal kompakt, wenn jedes Element z € X
eine offene Umgebung U besitzt, deren Abschluss U kompakt ist.

Definition 5.2. Ein lokaler Kdrper ist ein reell bewerteter Kérper (K, |-|), der beztiglich
der von | - | induzierten Topologie lokal kompakt ist. Auferdem soll die Bewertung nicht
trivial sein.

Beispiel 5.3. R und C sind lokale Korper.

Auch Q,, ist ein lokaler Kérper. Um das zu zeigen, reicht es einzusehen, dass 7, kompakt
ist. Das liegt daran, dass fiir jedes z € Q, die Menge = + Z, eine offene Umgebung ist
(und gleichzeitig auch abgeschlossen). Wir zeigen, dass Z, kompakt ist, mithilfe von
Intervallschachtelung:

Fiir a € Z, und n € IN betrachten wir die abgeschlossenen Balle

—n 1 n
B(a,p™) = {ZBGQP | ]x—a]pgﬁ} =a+p"Zy,.
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Sie sind offen und abgeschlossen und es gilt fiir a,b € 7,

B(a,p™) a=b mod p"

Bla.p™) N Blo.p ™) = {@ -

Da Z» / Pz, = Z / V" endlich ist, erhalten wir eine endliche disjunkte Zerlegung

pr—1

Z, = H B(a,p™).
a=0

Sei nun (z;);en eine Folge in Z,. Um eine konvergente Teilfolge zu finden, gehen wir
folgendermafen vor: Es gibt ag € {0,...,p — 1}, so dass unendlich viele Folgenglieder in
B(a,p™™) liegen. Sei ko € N die kleinste natiirliche Zahl, so dass xy, € B(ag, p~'). Dann
betrachten wir die Zerlegung
p—1
Blag,p~") = [ [ Blao + pa,p™?).
a=0

Wieder gibt es a; € {0,...,p— 1}, so dass unendlich viele Folgenglieder in B(a,p~2)
liegen. Sei k; die kleinste natiirliche Zahl grofer kg, so dass
Ty € F((IO +pa17p_2)'

Machen wir in dieser Weise weiter, erhalten wir eine Teilfolge (74;)jen von (z;)iew und
eine Folge von Zahlen a; € {0,...,p — 1}, so dass

Ty, € B(ag + pa; + . .. +pjaj,p_(j+1)).

In Z, konvergiert die Reihe Y~ a;p’, und somit konvergiert x;, gegen » 7, a;p’.
Ein kiirzeres Argument, um die Kompaktheit von Z, zu zeigen, benutzt die Darstellung
als inversen Limes:

N/
Zp:@ /pZ'

nelN
Die Gruppen Z / "z sind endlich, also insbesondere kompakt. Der inverse Limes von

kompakten Mengen ist wieder kompakt, also ist Z, kompakt.

Wir wollen nun eine konkrete Beschreibung lokaler Kérper erreichen. Die erste Beob-
achtung ist die Folgende.

Lemma 5.4. Sei (K, |-|) ein lokaler Korper. Dann ist K vollstidndig.

Beweis. Sei (x;);en eing Cauchyfolge in K. Da K lokal ist, besitzt die 0 eine offene
Umgebung U, so dass U kompakt ist. Da die Bélle um 0 eine Umgebungsbasis bilden,
gibt es € > 0, so dass

B(0,e) C U.

Dann ist B(0,¢) abgeschlossen in der kompakten Menge U und somit selbst kompakt.
Da (x;);ew eine Cauchyfolge ist, gibt es N € IN, so dass fiir alle 4, 7 > N gilt

|ZEZ‘ — IL‘j| < E.

Insbesondere ist fir i > N
xr; —xy € B(0,¢).
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Nun ist B(0, €) kompakt, also vollstédndig, und (z;—zy);> ist eine Cauchyfolge in B(0, ).
Daher konvergiert (z;—xy);>n gegen ein Element y € B(0, €). Folglich konvergiert (z;);en
gegen y + xy € K. U

Lemma 5.5. Sei (K,| - |) ein nichtarchimedischer Kérper und (O, m) der zugehdrige
Bewertungsring. Dann sind O und m kompakt.

Beweis. Da K lokal kompakt ist, gibt es r > 0, so dass
B (0)={z € K | |z| <r}
kompakt ist. Sei 1’ = sup, g, [z|- Dann gilt
B(0,7") = B(0,7),

und da diese Menge kompakt ist, wird das Supremum 7’ angenommen. Es gibt also
x € B(0,7") mit |z| = 7’. Dann ist O = B(0,1) das Bild von B(0,r’) unter der stetigen
Abbildung

K— K

yor L

x

Folglich ist auch O kompakt.
Das Maximalideal
m={zxecO | |z| <1}
ist eine offene Untergruppe von O. Offene Untergruppen einer topologischen Gruppe sind
automatisch auch abgeschlossen. Daher ist auch m kompakt. U

Satz 5.6. Sei (K, |-|) ein nichtarchimedischer reell bewerteter Kérper mit Bewertungsring
(O, m) und Restklassenkorper k = o /m. Dann ist K genau dann lokal, wenn

(i) K vollstandig,

(ii) k endlich und

(iii) | - | diskret ist.
Beweis. Wir nehmen an, dass (K, | -|) lokal ist. Dann ist K nach Lemma 5.4 vollstandig.
Der Restklassenkorper £ ist ein Quotient der kompakten Gruppe O nach der offenen

Untergruppe m. Da m insbesondere abgeschlossen ist, ist k& auch kompakt. Da m offen ist,
ist k aufserdem diskret. Diskrete kompakte Raume sind endlich, also ist k£ endlich. Um zu

zeigen, dass | - | diskret ist, betrachten wir die offene Uberdeckung
1
m = —=).
| B(0,1 -)
n€lN

Da m kompakt ist, hat sie eine endliche Teiliiberdeckung, was in diesem Fall bedeutet,
dass es ein n € IN gibt mit

1
=B(0,1——).
m=B(0,1- )

Dann muss die Wertegruppe von |-| diskret in R sein, da jede nichtdiskrete Untergruppe
dicht liegt. AuRerdem sind alle diskreten Untergruppen von R von der Form A fiir ein
A € Reo.

Nun wollen wir aus den Eigenschaften (i)-(iii) folgern, dass (K, |-|) lokal ist. Nach Vor-
aussetzung ist O ein diskreter Bewertungsring. Wir wéahlen eine Uniformisierende 7 € m.
Dann koénnen wir genau so wie in Beispiel 5.3 durch Intervallschachtelung zeigen, dass



ALGEBRAISCHE ZAHLENTHEORIE II 73

jede Folge (x;)ienwy € O eine konvergente Teilfolge hat. Dafiir wéhlen wir ein Représen-
tantensystem M C O des Restklassenkorpers k. Da k endlich ist, ist M endlich. Wir
konstruieren induktiv eine Teilfolge (74;);ew und (a;)jen in M, so dass

zk; € Blag+ arm + ... 4 ayn? [wH)

wie in Beispiel 5.3. Da K vollstandig ist, konvergiert die Reihe Z;io a;m, und (k) jen
konvergiert gegen den selben Grenzwert. Genauso wie in Beispiel 5.3 kann man ein schnel-
leres Argument benutzen, wenn man mit dem Konzept des inversen Limes vertraut ist.
Fiir den vollstdndigen diskreten Bewertungsring O gilt namlich
0= l(in o / a0
nelN
Um zu zeigen, dass O kompakt ist, miissen wir uns nur noch davon iiberzeugen, dass

o / an endlich und somit kompakt ist. Das zeigen wir per Induktion mithilfe der kurzen
exakten Folge

0— O/ﬂ,n—l gLy O/Wn@ — O/W@ —0
=k
und der Voraussetzung, dass k endlich ist. O

Beispiel 5.7. Sei K ein Zahlkérper und p C Ok ein Primideal. Dann definiert p eine
diskrete Bewertung | - |,. Man bekommt sie entweder durch die Beobachtung, dass die
Lokalisierung Of , ein diskreter Bewertungsring ist, oder indem man fiir a € K* die
Primfaktorzerlegung
() =p°-p3* - Py
mit e, e; € Z betrachtet, und
laly =q”°

setzt. Hierbei ist ¢ die Kardinalitdt des Restklassenkorpers k(p) = Ok /p- Vervollstindi-
gen wir K beztiglich |- |,, so erhalten wir nach Satz 5.6 einen lokalen Korper K,. Hierbei

beachte man, dass die Vervollstindigung den Restklassenkérper und die Wertegruppe
erhélt (Lemma 4.25).

5.2. Klassifikation lokaler Korper. In Beispiel 5.3 haben wir gesehen, dass R, C und
Q, lokale Korper sind. Ebenso ist IF, (7)) ein lokaler Kérper. Das sieht man zum Beispiel
durch anwenden von Satz 5.6, oder man imitiert das Argument fiir Q.

Ziel dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, dass die oben genannten Koérper die Prototypen
fiir lokale Korper sind. Alle anderen sind endliche Erweiterungen eines solchen Koérpers.
Zentral ist hierfiir folgende Folgerung aus der Betrachtung von normierten Vektorrdumen
iiber einem vollstdndigen reell bewerteten Korper.

Satz 5.8. Sei (K,|-|) ein lokaler Kérper und (V)| - ||) ein normierter K-Vektorraum.
Dann ist V' genau dann lokal kompakt, wenn er endlich dimensional ist.

Beweis. Wenn V' endlich dimensional ist, ist seine Norm nach Korollar 4.20 dquivalent
zur Supremumsnorm sobald wir einen Isomorphismus V' ~ K™ gewéhlt haben. Fiir z =
(x1,...,2,) € K" betrachten wir die offene Umgebung

U=U; x...xU,,
wobei U; C K eine offene Umgebung von x; ist, so dass U, kompakt ist. Dann ist
U=U x...xU,
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kompakt, und V' somit lokal kompakt.
Wir nehmen nun an, dass V' lokal kompakt ist. Dann ist

B0,1) ={z eV | [z <1}
kompakt. Wir wéhlen r € R und o € K mit
0<r<|a <1

Da B(0, 1) kompakt ist, gibt es endlich viele Vektoren wy, ..., w,, € B(0,1), so dass

m

B(0,1) = J B(ws, ).

i=1
Wir betrachten den Untervektorraum
W =Kw +...+ Kw,, CV

und wollen zeigen, dass W = V ist. Gidbe es x € V \ W, so wire nach Satz 4.19
d(z, W) > 0. Fiir ¢ > d(xz, W) ist der Schnitt

W, := B(z,C)NW

nicht leer. Auferdem ist B(z,C) kompakt, und W ist abgeschlossen in V' (nach Korol-
lar 4.21). Daher ist W, abgeschlossen in B(z,C) und somit kompakt. Das Infimum

d(x, W) = d(z,W,) = ylel%/lff d(z,y)

wird daher angenommen, und es gibt w € W, mit
d(z,w)=d(z,W) > 0.
Wir reskalieren nun um  nach B(0,1) zu verschieben. Fiir ein geeignetes N € Z ist
2= aoN(x —w) € B(0,1)\ B(0, |a]),
das heift
o] <2’ < 1.
Aufserdem ist dann
d(x', W) =d(',0) = ||2']| > |a].
Insbesondere gilt fiir die Basisvektoren w;
d(z',w;) > |a| > 7.

Doch das steht im Widerspruch zu 2’ € B(0,1), da B(0,1) = -, B(w;, 7). O

Jetzt sind wir bereit fiir die Klassifikation lokaler Korper.

Satz 5.9. Sei (K| -|) ein lokaler Kérper.

(i) Ist | - | archimedisch, so ist K = R oder K = C.
(ii) Ist | - | nichtarchimedisch und char(K) = 0, so ist K eine endliche Erweiterung von
Q, fiir eine Primzahl p.
(iii) Ist char(K) = p > 0, so ist K eine endliche Erweiterung von IF,((T)).
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Beweis. Wir betrachten zundchst den Fall, dass char(K) = 0 ist. Dann gibt es eine
natiirliche Inklusion @ C K. Die Einschrénkung |- |g von |- | auf Q ist nach dem Satz von
Ostrowski (Satz 3.24) entweder dquivalent zum Standardabsolutbetrag | - | oder zu einer
p-adischen Bewertung | - |,. Da K vollsténdig ist, enthélt K auch die Vervollstdndigung
R, beziehungsweise Q.

Nun sind Q, und R lokale Korper, und K ist ein lokal kompakter normierter Q),- oder
R-Vektorraum. Nach Satz 5.8 muss K/Q, bezichungsweise K/R eine endliche Erweite-
rung sein. Damit haben wir die Fille (i) und (ii) abgearbeitet.

Nehmen wir nun an, dass char(K) = p > 0. Dann haben wir eine Einbettung I, C K.
Sei t € K ein Element mit |t| < 1. Dann ist ¢ nicht algebraisch iiber I, da sonst IF,(t)
ein endlicher Korper wiére, und auf solchen ist jede Bewertung trivial (Proposition 3.18).

Da nun ¢ transzendent iiber I, ist, erhalten wir eine Koérpererweiterung.

F,(T) = K
Tt
Die Einschriankung | - g, erfiillt
T,y = [t| < L.
Nach dem Satz von Ostrowski fiir Funktionenkérper (Satz 3.29) muss | - |p,(r) die

T-adische Bewertung sein. Die Vervollstdndigung von F,(7) beziiglich dieser ist I, (1),
und da K vollsténdig ist, erhalten wir eine Inklusion

F,(T) — K.

Nun argumentieren wir wie zuvor, dass F,(7)) ein lokaler Korper ist, und dass K ein
lokal kompakter normierter IF,((7T"))-Vektorraum ist, um mit Satz 5.8 zu schlieften, dass
K/F,(T)) endlich ist. O

Im Fall von Funktionenkoérpern kénnen wir die Beschreibung noch verfeinern.

Satz 5.10. Sei K ein lokaler Korper von Charakteristik p > 0 mit Restklassenkérper I,
fiir ¢ = p/. Dann gibt es einen Isomorphismus
K =F,(T).

Beweis. Da char(K) = p > 0 ist, haben wir I, C K. Die Elemente T # 0 im Restklassen-
korper I, erfiillen 77! = 1. Mit anderen Worten enthélt F, die (¢ — 1)-ten Einheitswur-
zeln. Daher impliziert das Henselsche Lemma, dass auch K die (¢—1)-ten Einheitswurzeln
enthélt, also

Fy(pg-1) € K.
Aber F,(pq—1) = Fy, so dass F, C K. Sei 7 eine Uniformisierende des Bewertungsrings
O von K. Wie im Beweis von Satz 5.9 erhalten wir eine Kérpererweiterung

F,(T) — K
T .

Behauptung. Die Elemente der Form
Zomri, r<sec?, ocly

liegen dicht in K.
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Um die Behauptung zu zeigen, miissen wir fiir x € K und eine offene Umgebung U
von x ein Element xy von der oben beschriebenen Form finden, das in U liegt. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass U von der Form

U=xz+7"0

ist, fiir N € IN. Zunéchst schreiben wir x in der Form x = un", fiir r € Z und eine Einheit
u € O*. Wir konstruieren xq per Induktion iiber N, angefangen bei N = r + 1. Sei ug
das Bild von u unter der Komposition

O—»TF,— K.
Dann ist fiir N = r + 1 das Element g = uon” das gesuchte:
T — Tog=um — ugm"
= (u —uo)7" € 7" O.
—_——
erO

Nun nehmen wir an, dass es yo = > .._ ;7" gibt mit z — yo € 7V710, also

i=r

xr = Zaﬂi—l—ﬂN_lﬂ, g e 0.

Sei [y das Bild von [ unter
O—F,— K.

Dann ist zg 1= yo + 7713, das gesuchte Element, da
T —Ty= 7I'N_1ﬂ — 0By € NO.
——
enO
>, ;" liegen im Bild von
F,(T). Daher ist F,(7) diskret in K. Daher folgt fiir die Vervollstandigung F,(7") =
K. U

Damit haben wir die Behauptung bewiesen. Die Elemente Y’

5.3. Die maximale abelsche Erweiterung. Fiir lokale und globale Korper gibt es eine
Maschinerie um die maximale abelsche Erweiterung zu untersuchen, genannt Klassenkor-
pertheorie. Diese zu entwickeln wiirde ein ganzes Semester in Anspruch nehmen. Wir
wollen in diesem Abschnitt aber im Falle der lokalen Klassenkorpertheorie die Ergebnisse
zusammenstellen.

Satz 5.11. Sei L/K eine endliche galoissche Erweiterung nichtarchimedisch bewerteter
Koérper. Dann gibt es eine exakte Folge

1 — NpgL* — K~ L) GP — L.
Hierbei ist G’%k} i die Abelisierung der Galoisgruppe G, i, also

Gy = GHix ),

Gr/k, GL/K] ’

und Nk : L* — K* ist die Norm. Die Abbildung (-, L/K) nennt man das Normrest-
symbol.
Wir erhalten dadurch einen Isomorphismus

ab K~
GL/K - /NL/KLX
Beweis. Siehe [Neull, Satz 5.9.] O
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Gehen wir zum Limes iiber alle endlichen galoisschen Erweiterungen iiber, erhalten
wir:

Satz 5.12. Sei K ein nichtarchimedischer lokaler Korper. Dann erhalten wir eine Injek-
tion

K g
mit dichtem Bild.

Man kann das so interpretieren, dass die Galoisgruppe der maximalen abelschen Er-
weiterung eines lokalen Korpers K durch die multiplikative Gruppe K* parametrisiert
wird. Ist 7 die Uniformisierende des Bewertungsrings O von K, so gilt

K* =72 x O*.
Man kann zeigen, dass die Elemente (7%, K*) gerade die maximale unverzweigte Teiler-
weiterung parametrisieren. (7w, K'*) = Frob
Wir wollen sehen, dass die maximale unverzweigte Erweiterung isomorph ist zur abso-
luten Galoisgruppe des Restklassenkorpers, also zu Z. Um die verzweigten Erweiterungen

zu verstehen, miissten wir uns die Struktur von O* anschauen. Wir wissen schon, dass
O* die (¢ — 1)-ten Einheitswurzeln enthélt, falls IF, der Restklassenkorper ist. Es gilt

0" = Hg—1 X U(l)a

wobei U = 1 + 7O die Einseinheiten sind. Bis hierhin ist die Struktur von lokalen
Korpern in Charakteristik 0 oder p > 0 analog. Schaut man sich U(!) genauer an, gibt es
aber grofe Unterschiede.

Satz 5.13. (i) Sei K/Q, eine endliche Erweiterung von Grad d mit Restklassenkorper
IF,. Dann gilt
K* = 7% X g1 X pye X 72,
—_——

U
wobei a maximal ist, so dass ji,e C K.
(ii) Ist K = F (1), so gilt

A N
K*=T" X jig1 X Z,, .
~—~
U
6. PERFEKTOIDE KORPER

6.1. Das Theorem von Fontaine und Wintenberger. Im letzten Abschnitt haben
wir gesehen, dass fiir nichtarchimedische lokale Korper K die Struktur der absoluten Ga-
loisgruppe G = Gal(K*P/K) immer dhnlich aussieht, aber immer davon abhéngt, ob
K Charakteristik 0 (beispielsweise wenn K eine endliche Erweiterung von einem Q) ist)
oder Charakteristik p > 0 (beispielsweise wenn K eine endliche Erweiterung von F, (7))
ist) hat. In diesem Abschnitt sehen wir, dass man zu einer passenden unendlichen Erwei-
terung von @, iibergehen kann, um tatséchlich eine Korrespondenz der Galoisgruppen in
Charakteristik 0 und p zu erhalten.

Das erste Resultat in diese Richtung ist das folgende Theorem von Fontaine und Win-
tenberger ([FW79)]).

Theorem 6.1 (Fontaine und Wintenberger). Fiir p prim gilt
GQulye) = GEy (1)
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Wie sich herausstellt hat diese Korrespondenz eine starke Verallgemeinerung auf soge-
nannte perfektoide Korper.

Definition 6.2. Ein perfektoider Korper ist ein vollstandiger nichtarchimedischer reell

bewerteter Korper (K, |- |), dessen Bewertung | - | nicht diskret ist und dessen Restklas-
senkorper k Charakteristik p > 0 hat, so dass der Frobenius
Ok Ok
‘)~ )

o
surjektiv ist.

Ist (K,]|-]) ein vollstdndiger nichtarchimedisch reell bewerteter Koérper von positiver
Charakteristik p > 0 mit | - | einer nichtdiskreten Bewertung, so ist die Bedingung, dass
der Frobenius surjektiv ist, dquivalent dazu, dass K perfekt ist.

Der Korper I, (7)) ist nicht perfekt, da T" keine p-te Wurzel besitzt. Wir kénnen aber
seine Vervollkommnung (auch Perfektion) betrachten:

L(TY/P) U F, (TP

Die Kérper F,(T'/?")) sind alle isomorph zu F,(T)):
F, (77" .= Fo(T STy
= F,(5).

Mit dieser Betrachtung sind aber die Ubergangsabbildungen gegeben durch z — z”. Die
Erweiterung IF,(T%/?™))/IF,(T)) ist rein inseparabel. Darum erhalten wir einen Isomor-
phismus der absoluten Galoisgruppen

(5P =T)

G]F Tl/p )) — G]Fp(

Lemma 6.3. Sei (K, |-|) ein vollstdndiger bewerteter Korper und L/ K eine algebraische
Erweiterung. Dann gilt
Gi ~ G L-

Beweis. Die Bewertung | - | hat nach Korollar 4.22 eine eindeutige Fortsetzung auf jede
endliche Erweiterung von K, also auch a/u\f jede algebraische Erweiterung von K. Ist
M/L endlich und galoissch, dann ist Gal(}M /L) nach Proposition 4.38 identisch mit der
Zerlegungsgruppe der Bewertung auf M. Aber da die Fortsetzungen der Bewertungen in

diesem Kontext eindeutig sind, ist die Zerlegungsgruppe bereits die gesamte Galoisgruppe
Gal(M/L). OJ

Eine direkte Folgerung des Lemmas ist, dass
sy =GRy = Gry@)-

Bisher haben wir eine Seite des Theorems von Fontaine und Wintenberger als die Ga-

loisgruppe des perfektoiden Korpers F,(7/7*)) identifiziert. Nun betrachten wir Q,,(fp)-
Beispiel 6.4. Wir betrachten den Kérper

K = Qp(MS")-
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Er tragt die eindeutige Fortsetzung der p-adischen Bewertung | - |, von Q,. Offensicht-
lich ist K vollstdndig, und wir haben in Beispiel 4.32 gesehen, dass die Bewertung auf

Qp(ptp) nicht diskret ist. Es bleibt zu zeigen, dass der Frobenius modulo p ein surjektiver
Endomorphismus ist.
Der Bewertungsring Oy ist die Vervollstdndigung von

Zp[Cp, G2, Gty - - -]

fiir ein kompatibles System ((yn)nen von primitiven p”-ten Einheitswurzeln. Mit kompa-
tibel meinen wir, dass

(Cpn)p = Cpnfl
fiir alle n € IN. Wir kénnen diesen Ring folgendermafien als Quotienten des Polynomrings
in unendlich vielen Variablen schreiben:

Zy (G G- | = LolX0 X ']/(Xfl

X1—1

XP - X0, X=Xy, )
Modulo p erhalten wir

OK/(p> = Zp[gpa Cp2s - ]/(p)
- Fp[Xl,XQ,...]/<%7X§ XX~ Xa)
Da wir uns nun in Charakteristik p befinden, gilt
X{ -1 (Xi—1)
X;—1 X;—1
Da der Frobenius ein Homomorphismus ist, reicht es zu zeigen, dass die Erzeuger z;
alle p"-ten Wurzeln besitzen. Das stimmt aber nach Konstruktion durch die Relationen

XP - X,

= (X; — 1)L

Jetzt wissen wir, dass auch Q,(py~) perfektoid ist. Weiterhin wissen wir, da die Ver-
vollstandigung die Galoisgruppe nicht verandert, dass

~

GQP(NPOO) o GQP(#FOO).

Wir kénnen das Theorem von Fontaine und Wintenberger also umformulieren als

G

~

Qp(ppe) GFp (T1/7%%)’

wobei beide Seiten absolute Galoisgruppen perfektoider Kérper sind.

6.2. Der Tilting-Funktor. Wir wollen zu einer Verallgemeinerung des Theorems von

Fontaine und Wintenberger kommen, die Q,(ftp) mit einem beliebigen perfektoiden Kor-
per der Charakteristik 0 ersetzt. Dann kommt aber die Frage auf, wie man sein Aquivalent
in Charakteristik p konstruiert. Die Antwort ist durch den Tilting-Funktor gegeben, den
wir in diesem Abschnitt konstruieren.

Zur Vorbereitung erinnern wir uns an das Konzept des inversen (auch ,projektiven®)
Limes. Der Einfachheit halber betrachten wir nur Indexmengen, die zu IN isomorph sind.
(Allgemeiner konnen wir eine orientierte partiell geordnete Menge oder sogar eine cofil-
trierte Kategorie betrachten.)
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Definition 6.5. Sei C eine Kategorie und (X;);exy Objekte in C, die durch Morphismen

S X B X B xS x

verbunden sind. Ein inverser Limes von (X;);ew in C ist ein Objekt X in C zusammen
mit Morphismen

so dass die Diagramme

kommutieren, und X ist universell mit dieser Eigenschaft. Wir verwenden die Notation
lim X;
A0
i€clN

fiir den inversen Limes. Die Sammlung der (X;);cny zusammen mit den Morphismen f;
heifst tnverses System in C.

Lemma 6.6. Sei (X;);en ein inverses System in der Kategorie der Mengen/Gruppen/
Ringe/topologischen Rédume/topologischen Ringe. Dann existiert der inverse Limes der
(X,)ien und ist gegeben durch

@Xi = {(xi>i€]N € HXi | filwisa) = xz} :

€N i=1
Die Gruppen-/Ring-Struktur kommt von der entsprechenden Struktur auf dem Produkt,
und die Topologie ist die Unterraum-Topologie von der Produkt-Topologie auf ]2, X;.
Beispiel 6.7. Fiir p prim ist

~Y 3 Z
Zp ~ 1&1 /an
nelN

Um das zu sehen, betrachten wir die Projektion

™ 7, Z
Zp—» P/anp ~ /an'
Nach der universellen Eigenschaft des inversen Limes bekommen wir einen Homomor-
phismus

7 12 _ n
f:Z,— 71%; /an = {(%‘)iem € 1_[1 /an | Zpy1 =2, mod p } )
f ist injektiv: ist f(z) = 0, so bedeutet das, dass
r=0 mod p"Z,
fiir alle n € IN. In der Sprache von Bewertungen bedeutet das
2], <p™"

fur alle n € IN. Aber das impliziert |z|, = 0, also x = 0.

f ist surjektiv: fiir ein Element (z,)nen € 1<£n wahlen wir Lifts y, € Z von z,. Dann
nelN
gilt fiir m >n

Ym = Yn mod p",
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oder anders ausgedriickt,
|ym - yn|p S p—n‘
Darum ist (y,)nen eine Cauchyfolge in Z, die gegen ein = € Z, konvergiert. Dann ist
f(z) = (zn)nen. Natiirlich muss man noch priifen, dass dieser Isomorphismus topologisch
ist.
Nun kommen wir zuriick zur Konstruktion des Tilting-Funktors. Sei (K| - |) ein voll-
standiger nichtarchimedisch reell bewerteter Kérper von gemischter Charakteristik (0, p),

das heift K hat Charakteristik 0 und der Restklassenkorper k = Ok /my hat Charakte-
ristik p > 0.
Der Frobenius-Homomorphismus

QZOK/@)_’OK/@)
A

definiert ein inverses System
o Ok o Ok o Ok
) = T ) T )
Definition 6.8. Der Tilt von Op ist

nelN

= {(xn)nelN € H OK/(p) ‘ xfﬂ-l = xn} .

nelN

Um O} zu verstehen, ist der folgende Isomorphismus niitzlich.

Lemma 6.9. Sei R ein p-adisch vollstindiger Ring (beispielsweise R ~ lim R / e Rr)- Die

nelN
Projektion 7w : R — R / ») induziert dann einen Isomorphismus multiplikativer Monoide
lim R = lim ©* /
— —
@ @

(p)

Mit ® meinen wir die Abbildung
d:R—R

x> 2P,

Das ist kein Ringhomomorphismus. Er respektiert nur die Multiplikation, aber nicht die
Addition.

Lemma 6.10. O ist ein Bewertungsring.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass O ein Integrititsring ist, also dass es keine Nulltei-

ler gibt. Nach Lemma 6.9 reicht es zu priifen, dass fir (z,)nen, (Yn)new € lim Ok mit
@
TnYn = 0 Vn € IN gilt, dass entweder (x,,),ew = 0 oder (y,)new = 0. Aber das ist klar, da

O nullteilerfrei ist.
Sei z € K(O%)* nicht in 0%. Wir wollen zeigen, dass 7' € 0%. Das Element z hat
eine Darstellung als
(an)nelN
(bn>n€1N ’

xr=
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fir (an)nen, (bn)nen € ImOy und b, # 0. Ist 32 € Ok, dann ist auch Z”—i € Ok, da
@

P ) .
(Z"ﬁ) = . Also ist # € Ok genau dann, wenn ‘;—11 € Ok. Aber da Ok ein Bewertungs-

ring ist, ist Z—ll € Ok, und daher i € Og. O

Definition 6.11. Der Tilt K’ von K ist der Quotientenkdrper K (O%) von O%. Er ist
ein bewerteter Kérper mit Bewertungsring Op» = 0% . Weiter ist K* von Charakteristik

p.

Beispiel 6.12. Wir wollen den Tilt von Q,(s,~) berechnen. Sein Bewertungsring ist

Z,(ppe ), und nach Beispiel 6.4 ist

_F Xy, X, X,
Z, (1) = Erl X1, X2 X ]/((Xl—1)?‘1,X§—X1,X§—X2,...)

1 o0
= IFP [Xl /p

Vix, -1
=BT+ 0% ey
= BT (TP

Der Tilt von Z,(py~) ist also

L%n Zp(ﬂpw)/(p) — L%n Fp[Tl/pw]/(Tp_l)
= Fp[[Tl/poo]]

Insbesondere ist

(@) = F(T77).

6.3. Strikte p-Ringe. In Abschnitt 6.2 haben wir fiir einen perfektoiden Kérper K den
Tilt K” untersucht. Das ist ein Kérper der Charakteristik p > 0. Wir wollen uns nun der
Frage widmen, wie man andererseits aus einem perfektoiden Korper der Charakteristik
p > 0 einen perfektoiden Korper der Charakteristik (0, p) konstruieren kann.

Lemma 6.13. Sei R ein Ring und n € IN. Dann ist
R R
Oy, : /(p) — /(anrl)
x> aP"
eine wohldefinierte Monoidabbildung.
Beweis.
R
R — /(pn+1)
z ot

ist eine wohldefinierte Abbildung multiplikativer Monoide. Wir miissen noch zeigen, dass
fir z,y € R mit x = y mod p folgt, dass 27" = y*". Dann faktorisiert die Abbildung

iiber 7 / (p)" Das sieht man per Induktion iiber n indem man die Binomialkoeffizienten in

(x — y)? untersucht. O
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Wir wollen eine Klasse von Ringen R definieren, fiir die wir R aus R / p) rekonstruieren

konnen. Es ist naheliegend, zu fordern, dass R p-adisch vollsténdig sein soll, also
R

/()
By

R = lim
H
nelN

Dann ware die Strategie, schrittweise R / (pn) us n-1) 2U rekonstruieren. Insbeson-

(p
dere sollte fiir zwei solcher Ringe R und S gelten

Hom (R/(anrl), S/(pn+1)> ~ Hom <R/(p) (p)) '

Mithilfe des letzten Lemmas konnten wir folgendermafen vorgehen. Fiir

. S
Y /)

S/

()
wollen wir einen Lift

R S
oty =7 )
konstruieren. Dann schauen wir uns das folgende Diagramm an.
R 1 R
T

(p)
l@n l@n
K, (p™ ) o 1Y (P )

Um ¢,, zu konstruieren, so dass das Diagramm kommutiert, wiirde man mit x € R anfan-
gen und dann y € R finden mit 4" =z mod p. Dann setzt man ¢, ([z]) := 0, o 1 ([y]).
Damit das faktorisiert, sollte der Frobenius

(D:R/(p)%R/(p)
x — ab
E/

ein Isomorphismus sein, (p) sollte also perfekt sein. Das motiviert folgende Definition.

Definition 6.14. Ein Ring R ist ein strikter p-Ring, wenn er p-torsionsfrei und p-adisch
vollstandig ist, und R / (p) perfekt ist.

Beispiel 6.15. Z, ist ein perfekter p-Ring, aber Z,[,/p] ist kein perfekter p-Ring, da

ZylV ) - i)
= IFP[T]/

(p7 T2 - p)

(%)
nicht perfekt ist. Das kann man ganz schnell daran sehen, dass perfekte Ringe immer
reduziert sind, also keine nilpotenten Elemente haben. Explizit kann man es daran sehen,

dass [T]P = 0 gilt in [T / (T2)’ und damit der Frobenius nicht injektiv ist.

Lemma 6.16. Sei R ein perfekter Ring der Charakteristik p, S ein p-adisch vollstandiger
Ring mit kanonischer Projektion w: S — S / (p) und

7R 5/
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ein Ringhomomorphismus. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte multiplikative Abbil-
dung

so dass das Diagramm

—_ © S
— )
kommutiert. o
Explizit ist ¢ folgendermafien definiert: Fiir x € R und n € IN wéhlen wir x,, € S mit
r, =3@ ") mod p.

Dann gilt
(@) = 2P mod p"!
und folglich

©(T) = lim 2",
n—oo

Insbesondere konnen wir Lemma 6.16 fiir einen strikten p-Ring R auf die Identitét
p=id: ) = )
anwenden, und erhalten eine eindeutig bestimmte multiplikative Abbildung

gy —— B

N

")

Definition 6.17. Die Abbildung [-] heifst Teichmiiller-Lift.

Beispiel 6.18. Wir wollen den Teichmiiller-Lift von Z, bestimmen. Dazu erinnern wir
uns daran, dass die Projektion Z, — I, einen Isomorphismus

Ut pp-1(Zy) = pipr(Fp) = Fy

definiert. Dann ist fiir € ]F;

@ =v~(@)
und [0] = 0. Jedes Element x eines strikten p-Rings R hat eine eindeutige Darstellung
r = Z[xn]p", Ty € R/<p).
n=0
Diese erhélt man folgendermafen: Sei xzy = m(x) fir die kanonische Projektion
m:R— R/(p). Angenommen wir haben zq,...,xxy € R/(p) gefunden, so dass
N

T — Z[xn]p" e p"R.

n=0
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TNl =T (:E - Zivzo[xn]pn) .

anrl

Dann setzen wir

Satz 6.19. Der Funktor
{ strikte p-Ringe } — { perfekte Ringe in char p }
R
=)
ist eine Kategorienaquivalenz.

Beweisidee. Um zu zeigen, dass der Funktor volltreu ist, miissen wir fiir strikte p-Ringe
R und S iiberpriifen, dass

Hom(R, S) = Hom (R/<p), S/(p)> :

Fir ¢ - R / (p) - / ) brauchen wir einen eindeutig bestimmten Homomorphismus

¢ : R — S, dessen Reduktion modulo p gleich ¥ ist. Mithilfe von Lemma 6.16 finden wir
zunéchst

. R
¢ ) S
so dass das Diagramm
S
90’/,//7 lﬁ
v, S
/(p)

kommutiert. Dann setzen wir fiir © = ) [z,]p" € R:

p(z) = (Z[%W) = @ ()"

n=0

| N

-
- s

R ——

hS

Jetzt miisste man noch nachrechnen, dass ¢ tatsachlich das eindeutig bestimmte Urbild
von @ ist. Das aufwéndigste daran ist, zu zeigen, dass ¢ vertraglich mit der Addition ist.
Als zweites ist die wesentliche Surjektivitiat zu zeigen. Wir miissen also fiir einen per-

fekten Ring R der Charakteristik p einen strikten p-Ring finden, so dass R / (p) = R.
Dafiir wéhlen wir eine Surjektion
¢ :F,[M]— R
fiir eine geeignete Menge M' und setzen I := ker(¢)). Da R perfekt ist, faktorisiert ¢ iiber
Voo : F)[MP7] = R.
Sei Ry die p-adische Vervollstandigung von Z,[M 7] = |J7, Z[M ~*"]. Das ist ein strik-
ter p-Ring mit

LM ) = B,
Wir setzen N
I= {Zm]pn | T; € 7} .

', [M] ist der Polynomring mit einer Variable fiir jedes Element von M.
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Dann ist R := 1% /1 der Ring, den wir suchen. O

Definition 6.20. Fiir einen perfekten Ring R heifit der Ring R aus Satz 6.19 Wittring
von R. Wir schreiben dafiir R = W (R).

Somit haben wir zueinander dquivalente Kategoriendquivalenzen
{ strikte p-Ringe } — { perfekte Ringe in char p }
R
B2 )
W(R) < R.

Wir kénnen das Gelernte nun anwenden auf einen perfektoiden Korper (K, Ok ) mit
Tilt (K°, Oy»). Wir betrachten die Projektion

pro: O =lim O/ ) = Ok )
(..., 29, 21,%0) — T
und die natiirliche Projektion
m: O — OK/(p).

Dann gibt es nach Lemma 6.16 eine Abbildung (- ), so dass folgendes Diagramm kom-
mutiert.

Ok

O > ¥ y)

Pro
Dann konstruieren wir einen Homomorphismus

0:W(0) = Ok

Z[:Un]pn = Z xglpn'
n=0 n=0

Wir definieren
|'|bZOKb—)]R20
T |2,
Satz 6.21. (i) |- | ist die zu O gehérige Bewertung auf K”.
(i) K’ ist vollstindig.
(iii) [K*| = [(K*)~’

(iv) pro : Og» — Ok / (p) induziert einen Isomorphismus

OKb/ 2OK/

() (p)
fiir alle z € Oy mit |z = |p| = p~'. Insbesondere sind die Restklassenkérper von

Ok und Oy, isomorph.
(v) 0: W (Og») — Ok ist surjektiv.
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6.4. Die Tilting-Aquivalenz. Hier kénnte man eventuell noch etwas zu den Resultaten
sagen. Z.B. zum Thm 6.24 Nun kénnen wir die angekiindigte Verallgemeinerung des
Theorems von Fontaine und Wintenberger formulieren. Diese sagt aus, dass der Tilting-
Funktor uns fiir einen perfektoiden Korper K eine Kategoriendquivalenz von endlichen
Erweiterungen perfektoider Kérper L/K und endlichen Erweiterungen des Tilts K” gibt.

Definition 6.22. z = > [z,]p" € W(OF) heikt primitiv, falls |2,/> = p~' und
p (2 — [20]) € W(OF)*, also z = [2] + up, u € W(Or)*.

Satz 6.23.
{ perfektoide Kérper } <= {(F,I) | F perfektoid von char p, I = (2) fiir z primitiv}
K (K Jer (0 W(Oge) = Ox) )
(WO ) ) = (E D)
Theorem 6.24. (|Sch12, Theorem 3.7.].) Sei K perfektoid und L/K endlich. Dann ist
L perfektoid und
{ L/K endlich } = { F/K endlich }
L L.

Insbesondere ist G ~ G . Hier wurde nicht erwéiihnt, dass (-)” den Grad der Erweiterung
erhalt.
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