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Aufgabe 1 (2 Punkte)

Sei F,, die freie Gruppe vom Rang n mit Erzeugern ai,...,a, und w ein Wort in den

1

Elementen aq, ..., a,, al_l, ...,a, in dem a; genau einmal und al_1 nicht vorkommt.

Zeigen Sie, dass die Gruppe mit der Prisentation
(a1, ...,an | w)
eine freie Gruppe ist und bestimmen Sie den Rang.

Aufgabe 2 (6 Punkte)
Stellen Sie folgende Gruppen als amalgamiertes Produkt zyklischer Gruppen dar.

(a) (z,y|y° 2%y°)

(b) (z,y|ad 107 z3y®)
(c) (z,y|at, of 2%
(d) (z,y 2P, yb, 2393

Aufgabe 3 (4 Punkte)

(a) Sei G ein zusammenhéngender Graph. G wird zu einem topologischen Raum, indem
wir jede Kante mit [0, 1] identifizieren und G mit der Quotiententopologie versehen.
Zeigen Sie, dass die Fundamentalgruppe von G eine freie Gruppe vom Rang £ —V +1
ist, wobei F die Anzahl der Kanten und V die Anzahl der Knoten bezeichnet.

(b) Bestimmen Sie die Fundamentalgruppe von S? v S und die universelle Uberlagerung.
Dabei ist S? v S das Wedge-Produkt von S? und S*.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

71, x

Sei gl ein Diagramm von Gruppen bzw. topologischen Rdumen. Wir definieren

Y
(falls existent) das Pushout des Diagramms als eine Gruppe bzw. topologischen Raum XU Y
zusammen mit Homomorphismen 7x: X — X Uz Y, my: Y — X Uz Y welche folgende
universelle Eigenschaft erfiillt.
Fiir jede andere Gruppe bzw. topologischen Raum K und jede Homomorphismen
hx: X — K, hy:Y — K, die fohx = gohy erfiillen, gibt es genau einen Morphismus der
das Diagramm



zum kommutieren bringt.

(a) Zeigen Sie, dass jedes Diagramm von Gruppen bzw topologischen Raumen wie oben ein
Pushout besitzt.

(b) Zeigen Sie, dass das Wedge-Produkt von (X, z¢) und (Y, yo) das Pushout des Diagramms
 —1o x
gl , wobel f(x) = zo und g(*) = yp ist.
Y

Anmerkung: Schauen Sie sich nach dieser Aufgabe nochmal Seifert-van Kampen an.

Abgabe bis Beginn der Ubung um 14:00 am Dienstag, den 18. November.



