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Ubungsblatt 12

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Seien X eine Riemannsche Flache, F, G Garben auf X und ¢: F — G ein surjektiver Gar-
benmorphismus. Sei weiterhin 6: H(X,G) — H!(X,Kern ¢) der Verbindungsmorphismus.

Zeigen Sie: Zu g € G(X) gibt es genau dann ein ¢x-Urbild, wenn §(g) = 0 ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
(a) Sei M(X) der Kérper der meromorphen Funktionen auf einer Riemannschen Fldche X.
Zeigen Sie, dass div: M(X)* — Div(X) ein Gruppenhomomorphismus ist.
(b) Zeigen Sie: dim HY(P!, Op1(c0)) = 2.
Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass M(P!) = C(z).
(c) Zeigen Sie: Opi(co — 0) = Opr.

Hinweis: Geben Sie zunéichst einen nicht-konstanten globalen Schnitt an.

Aufgabe 3 (8 Punkte)
Gegeben Sei eine Riemannsche Fliche X durch Verkleben von
Up={(z,y) €C*: 2 +y* =1} und Uy = {(w,2) € C*:w' +1=12"}

entlang der offenen Teilmengen Uy N {y # 0} und Us N {z # 0} vermoge der Identifikationen
1 w
y<+— — und x<4+— —.
z z
(a) Zeigen Sie, dass die Abbildungen
1
@1:U1_>C:P1\{OO}7($>y)*_>y und 802:U2—>P1\{0}7(w7z)'_>;

sich zu einer holomorphen Abbildung ¢ = y: X — P! verkleben.
Folgern Sie, dass X kompakt ist und bestimmen Sie g(X).
(b) Bestimmen Sie div dy.
(c) Zeigen Sie, dass %, %’ und y% eine Basis von H(X, Qx) bilden.
(d) Zeigen Sie, dass a: (x,y) — (iz,y), (w, 2) — (iw, z) ein Automorphismus von X ist.

Bestimmen Sie die Fixpunkte von «, sowie g(X/a) und g(X/a?).
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LGsungsvorschlag

(a)

Nach Definition von X verkleben sich ¢1 und o zu einer stetigen Abbildung X — P

Die Holomorphie iiberpriifen wir zunéchst auf U;. Wir setzen, wie gewohnt, F'(x,y) =
%+ y* — 1 und dann ist, nach dem Satz iiber implizit definierte Funktionen, y — (z =
¥(y),y) eine Karte um (xo, yo), falls 0 # %—5(930, Yyo) = 43, also xg # 0. Folglich ist ¢ an
all diesen Punkten holomorph und es ist ord,, ,,) ¥ = 1. Ist 29 = 0, so ist yo # 0, also
auch %(O,yo) # 0 und somit ist x — (x,¢(x)) eine Karte. Andererseits kénnen wir,
lokal um jeden der vier Punkte (0, yp), eine holomorphe Funktion g(z) mit g(0) # 0 urid

2% = (y —yo)g(z) finden, da 1 —y* vier einfache Nullstellen hat; folglich ist 1 (z) = g“/’v

(die Karte auf C ist y — y—1yo, um yo zentriert), hat also Verzweigungsgrad 4. Offenbar

ist 1 zudem surjektiv, da es zu jedem y € C ein = € C gibt, so dass * =1 — y*.

Auf der Karte Uy wurden nur noch nicht die vier Punkte (wo, z0) betrachtet, fiir die
2o = 0 ist. Dort ist wg # 0, also ist z — (w, z) eine Karte. Indem wir die Karte um oo
auf P! wihlen, sehen wir, dass @9 holomorph von Ordnung 1 an diesen Punkten ist.

Insgesamt ist ¢ also surjektiv und holomorph, also eine (verzweigte) Uberlagerung mit
endlichen Fasern; nach Satz 3.3 ist ¢ somit eigentlich und, da P! kompakt ist, ist folglich
auch X kompakt.

Offenbar ist ¢ von Grad 4 und nach obiger Rechnung gibt es genau vier Verzweigungs-
punkte (die Punkte (0,y9) € Ui), jeweils von Ordnung 4. Der Satz von Riemann-
Hurwitz liefert also

29(X) —2=4(2g(P") —2) +4(4—1) = -8+ 12 =4,

also ist g(X) = 3.

Wie oben gesehen ist y auf Uy eine Koordinate, falls zg # 0 ist. An all solchen Punkten
(w0, yo) ist sicherlich ord,, 4,y dy = 0. Um jeden der vier Punkte p1,...,ps mit zo =0
war y ~ x*, also insbesondere

ord,, dy = ord,, dz* = ord,, 23dx = 3.

Um jeden der vier fehlenden Punkte ¢qi,...,q4 in Uz (also mit zgp = 0) ist z eine Koor-
dinate, also ist
B 1y dz
ordy, dy = ordy, d o ord, 2= -2
Insbesondere ist dy also kein holomorphes Differential und
4
divdy = 2(31% — 2q;).
i=1

(Kontrolle: degdivdy =4 = 2¢g(X) — 2.)

Wir betrachten zunéchst %. Offenbar ist die Ordnung wieder 0, falls zg # 0 ist. An
den vier Punkten p; mit xzg = 0 ist

4

Y _ ordy,

ord,, 2 = ordy, zdx = 1.

xT
2
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dy d(2 d
Auf Uy NUs ist —32/ = izl = ——z, also ist an den vier Punkten ¢; € Uy mit z9 =0
() v
dz
OI'dqi E = O,

da wg # 0 an den Punkten g;. Folglich ist % tatsdchlich ein holomorphes Differential
auf X.

Wir wiederholen mit gleicher Notation die Rechnungen fiir % Offenbar ist auch an den

Punkten p; die Ordnung nun 0 und an den Punkten g; ist

1
M = ord .z% =1,
()7~ s

also ist auch dies ein holomorphes Differential auf X.

dy
ord, — = ord,,
qi xg q;

Das Differential y% hat an den vier Punkten (z¢, yo) mit yo = 0 (also zp # 0) Ordnung
1, dafiir keine Nullstellen an den Punkten p; und auch an den Punkten ¢; gilt

dy 1d % 2 dz
ordg, V3= ordg, 2 (5}):)3 = ordy, P 0,

also ist auch dieses ein holomorphes Differential.

Die drei Differentiale sind linear unabhingig, denn auf der (unendlichen) Teilmenge
{z # 0} C U; ist jede Linearkombination der Form

axr +b+cy

3 dy, a,b,ceC
T

und diese ist nur dann iiberall 0 wenn a = b = ¢ = 0 ist. (Zum Beispiel kann man den
Wert an einem Punkt (x,y0) mit (izo,yo) vergleichen und erhélt so a = 0; dann ist
es ein Polynom in y. Alternativ schreibt man lokal = als Potenzreihe in y und 16st das
auf.) Da dim H(X, Qx) = g(X) = 3 ist, bilden die drei Formen eine Basis.

Offenbar ist a ein Hom&omorphismus von X. Fiir yg # 0 ist x eine Karte und folglich
ist a dort holomorph mit Ordnung 1, da Multiplikation mit i ein Biholomorphismus von
C ist. Ist yg = 0 ist g # 0, also ist y eine Karte in Bild und Urbild, also ist a auch hier
von Ordnung 1, genauso fiir zp = 0. Folglich ist « ein holomorpher Automorphismus
von X.

Fiir einen Punkte (xg,yo) € U; gilt genau dann a(xg, yo) = (0, yo), wenn xg = ixg, also
xg = 0 ist. Folglich sind genau diese vier Punkte die Fixpunkte, da die vier Punkte in
X\Uj von a zyklisch permutiert werden. Die Projektion X — X/« ist also von Ordnung
4 und hat vier Verzweigungspunkte, jeweils von Ordnung 4. Nach Riemann-Hurwitz gilt
also

29(X)—2=4=4(29(X/a) —2)+4(4 - 1) = g(X/a)=0.

(Tatsichlich ist die Projektionsabbildung gerade ¢ von oben.) o? hat die selben Fix-
punkte wie «, allerdings ist die Projektionsabbildung hier von Grad 2, die Verzwei-
gungsordnung ist also auch 2. Folglich ist

29(X) —2=4=2(29(X/a?) —2) +4(2—-1) = g(X/a?) =1.

(Tatséchlich ist das Differential % invariant unter o2.)
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Abgabe bis Beginn der Ubung um 14:00 am Dienstag, den 27. Januar.



