Inhaltsverzeichnis

1 Annette Werner: Ein Ausflug in die p-adische Welt 3
1.1 Absténde in der p-adischen Welt . . . . . .. . ... ... ... ...... 3
1.2 p-adische Gitter in der Ebene . . . . . . . . ... ... ... ... ... 6
1.3 Die Geometrie des Raums der Gitterklassen . . . . . . ... ... .. ... 9
1.4 Ausblick . . . . . . . . e 15

Anhang 17

Literaturverzeichnis 17






Ein Ausflug in die p-adische Welt

Annette Werner

3. Marz 2011






1 Annette Werner: Ein Ausflug in die p-adische Welt

1.1 Abstande in der p-adischen Welt

Vermutlich hat jeder schon einmal mit einem Lineal oder einem Malband Léngen oder
Absténde ausgemessen. Den Abstand, den diese Hilfmittel messen, kann man mathema-
tisch als eine Funktion d auffassen, die zwei Punkten x und y des Raumes eine reelle
Zahl d(z,y) zuordnet, die folgenden Gesetzen geniigt:

1) Es ist immer d(z,y) > 0, wobei d(z,y) = 0 nur gilt, wenn x = y ist.

2) Es ist d(z,y) = d(y, z) fir alle Punkte x und y.

3) Sind z,y und z drei Punkte, dann gilt d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Dieser Abstandsbegriff wird in dem Beitrag von Gabriele Nebe iiber Kugelpackungen
untersucht und verallgemeinert.

In der Mathematik interessiert man sich aber auch fiir andere Abstinde, die durch
ihre Anwendungen in der Zahlentheorie interessant sind. Dazu fixieren wir eine Primzahl
p — dies ist das p, das in der Uberschrift dieses Beitrags auftaucht. Dabei ist eine ganze
Zahl p, die grofler oder gleich 2 ist, eine Primzahl, falls sie nur die Teiler 1 und p hat.
Beispielsweise sind

2,3,5,7,11,13,17,23,29,31,37,41

Primzahlen, aber 57 ist keine Primzahl, da sie aufler durch 1 und 57 zum Beispiel auch
noch durch 3 teilbar ist.

Primzahlen faszinieren Mathematikerinnen und Mathematiker schon seit der Antike.
Sie spielen eine wichtige Rolle in vielen tiefen Vermutungen der modernen Mathematik,
etwa in der Riemann’schen Vermutung oder in der Vermutung von Birch und Swinnerton-
Dyer, die in dem Beitrag von Annette Huber erkliart wird. Gleichzeitig tauchen sie in
modernen Computerprogrammen auf, etwa in Verschliisselungsverfahren, wie sie in dem
Beitrag von Priska Jahnke beschrieben werden.

Man kann jede ganze Zahl als Produkt von Primzahlen (eventuell mit einem Vorzei-
chen) schreiben. Daher sind die Primzahlen die Bausteine, aus denen die Welt der ganzen
Zahlen zusammengesetzt ist. So ist etwa 1400 =2-2-2-5-5.7=23.52.7,

Schon dem antiken Mathematiker Euklid war bekannt, dass es unendlich viele Prim-
zahlen gibt. Um dies zu zeigen, nehmen wir an, es gebe nur endlich viele Primzahlen.
Diese konnen wir dann durchnummerieren und pq, po, ..., p, nennen. Dann betrachten
wir die Zahl N = py -pa---- - pyp + 1. Da N grofler als eins ist, gibt es eine Primzahl,
die ein Teiler von N ist. Diese Primzahl ist eine der Zahlen pq, po, ..., pn, nennen wir sie
p;. Da p; sowohl N als auch das Produkt pj - ps - --- - p, teilt, ist p; auch ein Teiler der



1 Annette Werner: Ein Ausflug in die p-adische Welt

Differenz 1 =N —py -py----- pn. Das kann aber nicht sein! Also gibt es unendlich viele
Primzahlen.
Wir schreiben fiir eine beliebige ganze Zahl m # 0 die Primfaktorzerlegung als

m = + H pUP(m)_

p Primzahl

Hier ist v,(m) die grofite ganze Zahl, fiir die p?r(™) ein Teiler von m ist. Das Produkt
lduft hier formal iiber alle Primzahlen, aber natiirlich ist jede Zahl m nur durch endlich
viele Primzahlen p teilbar. Fiir alle bis auf endlich viele Primzahlen p gilt also v,(m) = 0,
denn p° = 1 ist ja auf jeden Fall ein Teiler von m. In unserem Beispiel m = 1400 ist
etwa

v2(1400) = 3, wv3(1400) = 0, v5(1400) =2, v7(1400) = 1.

Es ist leicht nachzupriifen, dass immer v,(mn) = v,(m) + vy(n) gilt.

Wir fixieren jetzt eine Primzahl p, die fiir den ganzen Rest dieses Artikel unveridndert
bleibt. Mit ihrer Hilfe definieren wir einen neuen Abstand zwischen zwei ganzen Zahlen
m und n, den wir den p-adischen Abstand nennen:

Definition 1.1 i) Ist m = n, so setzen wir dy(m,n) = 0.
it) Ist m # n, so definieren wir dy(m,n) = eRCEDE
Falls m —n nicht durch p teilbar ist, so gilt also v,(m —n) = 0 und somit d,(m,n) = 1.

Wir kénnen beispielsweise ausrechnen

d2(1,9) = 1/8 und d3(23,2) = 1/3.

AuBlerdem gilt da(m,n) = 1, wann immer m gerade und n ungerade ist (oder umgekehrt),
denn in diesen Fillen ist die Differenz m — n eine ungerade Zahl.

Wir sehen also, dass Zahlen, die beziiglich unseres gew6hnlichen Abstandsbegriffs sehr
weit auseinanderliegen, beziiglich des p-adischen Abstandsbegriffs sehr nahe beieinander
sein konnen und umgekehrt. Die folgende Abbildung zeigt den 3-adischen Abstand zur
Null, also ds(m,0) = 1/3%3(™) aller Zahlen von eins bis dreifig.
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Abbildung 1.1: Groflenverhiltnisse in der 3-adischen Welt



1.1 Absténde in der p-adischen Welt

Der p-adische Abstandsbegriff erfiillt ebenfalls die Bedingungen 1) bis 3), die wir zu
Beginn erklart haben. Er verdient es also in der Tat, als Abstand bezeichnet zu werden.
Die ersten beiden Bedingungen sind sehr einfach nachzupriifen. Wir schauen uns die
dritte Bedingung, die sogenannte Dreiecksungleichung, ndher an. Dazu betrachten wir
drei ganze Zahlen k, m und n. Es sei v die kleinere der beiden Zahlen v,(k — m) und
vp(m — n). Dann teilt p” sowohl k — m als auch m — n. Daher ist p¥ auch ein Teiler
der Summe (k —m) + (m —n) = k — n. Demnach gilt v < v,(k — n). Nun drehen sich
beim Ubergang von v zu 1/p¥ alle Ungleichungen um, daher ist 1/p? die gréBere der
beiden Zahlen d,(k,m) = 1/p*»*=™) und d,(m,n) = 1/p®»(m~™). Das schreiben wir als
1/p” = max{d,(k,m),d,(m,n)}. Aus v < v,(k — n) folgt nun

dy(k,m) = 1/p 5= < 1/p" = max{dy(k,m), dy(m, n)}.

Wir erhalten also eine verschirfte Form der Dreiecksungleichung: Fiir drei ganze Zah-
len k,m,n gilt
dp(k7 n) < max{dp(k, m)v dp(ma TL)}

Daraus folgt natiirlich die gewohnte Dreiecksungleichung
dy(k,n) < dy(k,m) + d,(m,n).

Unser Beweis der verschérften Dreiecksungleichung zeigt noch etwas mehr. Falls d,(k, m) #
dy(m,n) gilt, dann folgt sogar

dy(k,n) = max{dy(k,m), d,(m,n)}.

In diesem Fall kann ndmlich keine grofiere p-Potenz als p¥ die Summe (k—m)+(m—n) =
k —n teilen. (Uberlegen Sie sich einmal, wieso das nicht moglich ist!)

Wir kénnen nun den p-adischen Abstandsbegriff problemlos auf die rationalen Zahlen
iibertragen. Eine rationale Zahl ist ein Bruch m/n, wobei der Zahler m und der Nenner
n ganze Zahlen sind und n # 0 gilt. Die Menge der rationalen Zahlen bezeichnet man
mit Q.

Wir definieren nun

vp(m/n) = vp(m) — vy(n)

fiir jede rationale Zahl m/n # 0. Beispielsweise ist va(1/2) = —1. Jetzt definieren wir
den Abstand von zwei rationalen Zahlen r und s wie oben als d,(r,s) = 0, falls r = s,

und als
dy(r,s) =1/p"™),

falls r ungleich s ist. Beispielsweise gilt d2(1/2,0) = 2.
Nun betrachten wir alle rationalen Zahlen, die von 0 hochstens den Abstand 1 haben:

R={reQ:dy(r) <1} ={r e Q:uvy(r) > 0}.
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Streng genommen miissten wir hier I, statt R schreiben, denn diese Teilmenge héngt ja
von unserer Ausgangsprimzahl p ab. Wir verzichten aber darauf, damit unsere Formeln
nicht zu uniibersichtlich werden. Die Teilmenge R der rationalen Zahlen ist also ein p-
adischer Verwandter der Menge aller rationalen Zahlen, die im Einheitsintervall liegen,
also von [—1,1]NQ = {r € Q : || < 1}. Multipliziert man zwei Zahlen dieses rationalen
Einheitsintervalls, dann liegt das Ergebnis ebenfalls in [—1,1]. Addiert man allerdings
zwel Zahlen des rationalen Einheitsintervalls, dann kann das Ergebnis auch auflerhalb
von [—1,1] liegen.

Die starke Dreiecksungleichung in der p-adischen Welt sorgt dafiir, dass die Teilmenge
R der rationalen Zahlen sich besser verhilt. Sind ndmlich r und s zwei rationale Zahlen,
die in R liegen, dann schreiben wir r = k/l und s = m/n mit ganzen Zahlen k,l,m
und n, wobei die Nenner [ und n natiirlich nicht null sein diirfen. Wegen d,(r) < 1 gilt
vp(r) = vp(k) —vp(l) > 0, also vy(k) > vy(l). Analog ist v,(m) > vp(n). Nun rechnen wir

k
r+s=-+

m kn +ml
I n '

in

Nach der verscharften Dreiecksungleichung ist v,(kn + ml) mindestens so gro8 wie der
kleinere der Werte v, (kn) und v,(ml). Da v,(k) > v,(l) und vy(m) > vp(n) ist, konnen
wir diese Werte folgendermafien abschétzen:

vp(kn) = vp(k) + vp(n) = vp(1) + vp(n) und vy(ml) = vy(m) + vp(1) = vp(n) + vp(l).

Also gilt auf jeden Fall v,(kn + ml) > vy(n) + vp(l) = vp(nl), woraus in der Tat folgt,
dass r + s in R liegt.

Es ist aulerdem leicht einzusehen, dass mit zwei Zahlen r und s auch das Produkt
rs in R liegt. Die Teilmenge R von Q enthélt also 0 und 1 und mit je zwei Elementen
auBlerdem auch deren Summe und Produkt.

1.2 p-adische Gitter in der Ebene

Nun betrachten wir sogenannte Vektoren iiber Q. Genauer gesagt, interessiert uns hier

die rationale Ebene
x
QQ:{< y > :x’yeQ}'

Dies ist derjenige Teil der gewohnlichen Koordinatenebene, der aus allen Punkten be-
steht, die nur rationale Koordinaten haben. Wir nennen die Elemente in Q? auch Vek-

toren. Man kann jeden solchen Vektor < ; > mit einer rationalen Zahl a multiplizieren.

Das liefert den Vektor ( Zi ) Zeichnen wir diesen Vektor in die Ebene ein, so entsteht



1.2 p-adische Gitter in der Ebene

er aus dem urspriinglichen Vektor durch eine Streckung (wenn a > 1) oder eine Stau-
chung (wenn 0 < a < 1) oder eine Streckung beziehungsweise Stauchung des um 180
Grad gedrehten Vektors (wenn a < 0).

Es seien v und w zwei Vektoren in Q?, die nicht auf einer gemeinsamen Geraden durch
den Nullpunkt liegen. Dies bedeutet, dass weder v noch w der Nullpunkt ist und dass es
keine Zahl a € Q gibt mit av = w. Dann betrachten wir die Teilmenge

L=Rv+ Rw={av+bw:a,be R}.

Die Menge L besteht also aus allen sogenannten Linearkombinationen der Vektoren v
und w, wobei aber nur Faktoren aus R, nicht aus ganz Q, zugelassen sind. Wir sagen
dann, dass L von den Vektoren v und w erzeugt ist. Jede Teilmenge von Q? der Form
Rv 4+ Ruw fiir zwei Vektoren v und w, die nicht auf einer gemeinsamen Geraden durch
den Nullpunkt liegen, nennen wir ein Gitter in Q2. Es gibt viele verschiedene Paare von
Vektoren, die dasselbe Gitter erzeugen. So ist das Gitter L = Rv + Rw zum Beispiel
nicht nur von v und w, sondern etwa auch von v und v 4+ w erzeugt.

Jetzt betrachten wir quadratische Matrizen mit Eintrdgen in den rationalen Zahlen.
Eine solche Matrix ist ein quadratisches Schema von vier Zahlen a, b, ¢, d in Q:

a b
A= < c d ) '
Wir kénnen jede solche Matrix A auf folgende Weise mit einem Vektor v = ( ;c > €Q?
[ a b z\ ([ ax+by
e (0a) (D)= (500)

2 ) bewirkt hierbei einfach die Multiplikati-

multiplizieren:

0
on mit der Zahl a, also, wie wir oben gesehen haben, fiir positives a eine Streckung
oder Stauchung des Vektors und fiir negatives a eine Streckung oder Stauchung des um
180 Grad gedrehten Vektors. Fiir a = 1 ldsst die Multiplikation mit dieser Matrix alle
Vektoren invariant. Die zugehorige Matrix

(a0 7)

heifit die Einheitsmatrix. Die Multiplikation mit A = (

Die Multiplikation mit der Matrix < “

0 1

10 > bewirkt eine Drehung

um 90 Grad im Uhrzeigersinn.
Zwei quadratische Matrizen kann man folgendermaflen multiplizieren:

a b\ a v\ [ ad+bd ab+bd
c d d d )\ cd+dd cb+dd |-
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Die Multiplikation mit der Einheitsmatrix E &ndert dabei eine Matrix nicht, das heift,
es gilt fiir jede quadratische Matrix A, dass A- F = E - A = A ist.

Durch manche Matrizen kann man sogar teilen. Hierfiir ist die sogenannte Determi-
nante der Matrix eine wichtige Kennzahl. Ist A wie oben eine quadratische Matrix mit
den Eintrégen a, b, c und d, so heifit die Zahl ad — bc die Determinante von A. Ist die
Determinante von A ungleich null, so kénnen wir die Matrix

1 d -—b
B —
ad — be ( —c a >
betrachten. Es ist eine gute Ubungsaufgabe, nachzupriifen, dass A- B = B- A = E
gilt. Aus diesem Grund heifit die Matrix B inverse Matrix zu A. Sie spielt die Rolle des
Kehrwerts von A.
Mit Hilfe der inversen Matrix wollen wir nun verschiedene Koordinatensysteme der

Ebene untersuchen. Dazu betrachten wir zwei Vektoren v’ und w’ in Q?, die nicht auf
einer gemeinsamen Geraden durch den Nullpunkt liegen. Wir schreiben

= (z) e ()

Da v' und w’ nicht auf einer gemeinsamen Geraden durch den Nullpunkt liegen, ist
ad — bc # 0. Daher besitzt die Matrix

(1)
()<

ein beliebiger Vektor der rationalen Koordinatenebene Q2. Wir berechnen den Vektor

dx—b
oy 1 d b\ (z\ _( e
ad—bc\ —c a y )\ —coetay |-

ad—bc

eine inverse Matrix B. Nun sei

Die Eintrédge dieses Vektors geben die Koordinaten von v beziiglich des neuen Koordi-
natensystems (v',w’) an, das heifit, es gilt

dz — by ,+—c:n—|—ay ,
V=—""V F ———w
ad — be ad —bc
wie man durch Nachrechnen leicht bestétigen kann.

Wir haben also gesehen, dass jedes Paar von Vektoren (v/,w’), die nicht auf einer
gemeinsamen Geraden durch den Nullpunkt liegen, als Koordinatensystem der rationalen
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Ebene Q? verwendet werden kann, das heifit, fiir jeden Vektor v € Q? gibt es zwei
rationale Zahlen o und 3 (die sogenannten (v’, w’)-Koordinaten), fiir die v = av’ + Sw’
gilt.

Nun kommen wir noch einmal zuriick zur Determinante. Durch Einsetzen der Formel
fiir die Determinante kann man nachpriifen, dass fiir zwei beliebige quadratische Matri-
zen A und B die Determinante des Produktes A-B gleich dem Produkt der Determinante
von A mit der Determinante von B ist. Diese Berechnung iiberlassen wir der Leserin oder
dem Leser als Ubungsaufgabe. Daraus folgt, dass das Produkt von zwei Matrizen, deren
Determinanten beide ungleich null sind, ebenfalls eine Determinante ungleich null hat.
Daher bildet die Menge GL2(Q) aller Matrizen mit Determinante ungleich null zusam-
men mit dem Matrixprodukt eine sogenannte Gruppe. Uber Gruppen kann man mehr
in Rebecca Waldeckers Beitrag in diesem Band erfahren.

Mit SLy(Q) bezeichnen wir die Menge aller quadratischen Matrizen, deren Determi-
nante gleich eins ist. Dann ist SLy(Q) eine Teilmenge der Gruppe GL2(Q). Nun hat das
Produkt zweier Matrizen mit Determinante eins nach der obigen Ubungsaufgabe auch
wieder Determinante eins. Auch die Menge SLy(Q) ist eine Gruppe unter der Matrix-
multiplikation.

1.3 Die Geometrie des Raums der Gitterklassen

Ist L = Rv + Rw ein beliebiges Gitter in Q2 und ist A eine Matrix in GL2(Q), so ist
auch A-L ={A-z:x € L} ein Gitter. In der mathematischen Fachsprache sagt man:
Die Gruppe GL2(Q) operiert auf der Menge aller Gitter.

Es ist eine gute Ubungsaufgabe, sich zu iiberlegen, dass das Gitter A-L von den beiden
a
0
entsteht A - L aus L, indem man alle Vektoren in L mit der Zahl a multipliziert. Dieses
Gitter nennen wir einfach auch al.

Vektoren A - v und A - w erzeugt wird. Ist A = fiir eine rationale Zahl a, so

Ab jetzt betrachten wir statt der Gitter nur noch sogenannte Gitterklassen. Wir
werden sehen, dass der Raum aller Gitterklassen eine interessante Geometrie besitzt.
Hierfiir identifizieren wir ab jetzt ein Gitter L mit jedem Gitter aL, so dass a eine
beliebige rationale Zahl ist. Wir schreiben {L} fiir die sogenannte Aquivalenzklasse von
L, das heifit, {L} ist die Menge aller Gitter der Form aL fiir ein a € Q. Jedes solche
Gitter aL heiit Vertreter der Aquivalenzklasse {L}. Es ist eine gute Ubungsaufgabe,
sich zu iiberlegen, dass aL = L genau dann eintritt, wenn vy(a) = 0 ist. Hier muss
man sich kurz daran erinnern, dass R und damit auch unsere Gitter immer von unserer
fest gewédhlten Primzahl p abhéngen, die den p-adischen Abstand definiert. Aus dieser
Beobachtung folgt aL = p*»(® L. Die Aquivalenzklasse {L} besteht also aus allen ,p-
Potenz-Vielfachen* von L.

Mit X (p) bezeichnen wir ab jetzt die Menge aller Aquivalenzklassen von Gittern {L}.
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Die Gruppe GL2(Q) operiert auch auf der Menge X (p), wenn wir A{L} = {A-L} setzen.
Wir wenden also eine Matrix auf eine Gitterklasse an, indem wir sie auf einen beliebigen
Vertreter anwenden.

Wir nennen eine Gitterklasse { L} benachbart zu einer Gitterklasse {M } mit {M} #
{L}, wenn es einen Vertreter L' von {L} (also ein Gitter von der Form p™L) und einen
Vertreter M’ von {M} (also ein Gitter von der Form p™ M) gibt, so dass gilt

pLl' c M c L.

Hier ist es sehr giinstig, dass wir nicht mit individuellen Gittern, sondern mit Gitterklas-
sen arbeiten. Von einer verniinftigen Nachbarschaftsrelation erwartet man némlich die
Symmetrie, das heifit, es soll gelten: Ist A benachbart zu B, dann ist auch B benachbart
zu A. Wenn Sie beispielsweise in der Schule neben IThrer Banknachbarin sitzen, dann
sitzt diese auch neben Ihnen. Ist in der obigen Definition die Gitterklasse {L} benach-
bart zu {M}, dann gilt pL’ € M’ C L’ fiir geeignete Vertreter L' von {L} und M’ von
{M?}. Daraus folgt pM' C pL’ C M’, das heiBt, die Vertreter M’ von {M} und pL’' von
{L} erfiillen dieselbe Bedingung mit vertauschten Rollen. Daraus folgt, dass auch {M}
benachbart zu {L} ist.

Jetzt wollen wir uns ein Bild von X (p) machen, indem wir jedes Element von X (p), also
jede Gitterklasse, als Punkt darstellen und zwei solche Punkte immer dann durch eine
Linie verbinden, wenn die entsprechenden Gitterklassen benachbart sind. Wie sieht dieses
Bild von X (p) aus? Mathematisch gesprochen handelt es sich hier um einen Graphen,
das heifit eine Menge von Punkten (auch Ecken genannt), von denen manche durch
Linien (auch Kanten genannt) verbunden sind.

Die folgende Abbildung zeigt drei einfache Beispiele fiir Graphen.

AN

Abbildung 1.2: Drei Graphen

Man nennt eine Folge von Kanten in einem Graphen, die man ohne abzusetzen mit ei-
nem Stift nachzeichnen kann, einen Weg. Die beiden Graphen links und in der Mitte von
Abbildung 1.2 beinhalten geschlossene Wege, das heifit, man kann einen ,,Rundkurs“
einzeichnen, also einen Weg, der in die Anfangsecke zuriickfiihrt, ohne dass man dabei
einmal auf derselben Kante hin- und gleich wieder zuriicklauft. In dem rechten Graphen
ist das nicht mdoglich, er enthélt also keinen geschlossenen Weg. Der Graph in der Mitte
besteht im Gegensatz zu den beiden dufleren Graphen aus zwei nicht miteinander ver-
bundenen Stiicken. Man kann hier keine Ecke in dem &ufleren Dreieck mit einer Ecke

10
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in dem inneren Dreieck durch einen Weg verbinden. Der mathematische Fachausdruck
hierfiir ist, dass der mittlere Graph unzusammenhiingend ist. Bei den beiden dufleren
Graphen ist das anders: Hier kann man von jeder beliebigen Ecke zu jeder beliebigen
Fcke einen Weg einzeichnen. Solche Graphen nennen wir zusammenhéingend.

Definition 1.2 FEin Graph, der zusammenhdngend ist und keine geschlossenen Wege
enthdlt, heifit Baum.

Der rechte Graph in Abbildung 1.2 ist also ein Baum.

Unser Graph X (p) ist allerdings noch etwas komplizierter als die Beispielgraphen in
Abbildung 1.2, denn er besteht aus unendlich vielen Ecken (also Gitterklassen). Ist {Lg}
eine beliebige Gitterklasse mit Ly = Rv + Rw fiir zwei Vektoren v und w in Q?, so
liefert die Gitterklasse L1 = Rv + R(pw) einen Nachbarn von {Lg}, die Gitterklasse
von Ly = Rv + R(p?w) liefert einen Nachbarn von {L;} und so weiter. Schauen wir
uns negative p-Potenzen an, so liefert L_; = Rv + Rp~'w einen weiteren Nachbarn
von {Lg} sowie L_y = Rv + Rp~2w einen Nachbarn von {L_;}, und auch diese Kette
konnen wir immer weiter fortsetzen. Wir werden nun zeigen, dass wir auf diese Weise
immer neue Gitterklassen bekommen. Daher bilden die Gitterklassen {L,} zusammen
mit ihren Verbindungsstrecken ein Teilstiick von X (p), das aussieht wie die an beiden
Seiten unendliche Reihe in Abbildung 1.3.

{LHL HL G {L ) {L L)

Abbildung 1.3: Ein unendlicher Weg in X (p)

Dazu brauchen wir ein paar Voriiberlegungen.

Satz 1.1 Es seien L und M Gitter in Q>. Dann gibt es Vektoren v und w in Q?, die
L erzeugen, so dass fiir geeignete ganze Zahlen m und n die Vektoren p™v und p"w das
Gitter M erzeugen.

Beweis: Es gibt Vektoren v' und w’ mit L = Rv' + Rw’ sowie Vektoren v” und w”
mit M = Rv” + Rw"”. Dabei liegen die beiden Elemente v’ und w’ der Ebene Q2 (und
auch die beiden Elemente v” und w”) nicht auf einer gemeinsamen Geraden durch den
Nullpunkt. Der mathematische Fachausdruck hierfiir ist, dass sie linear unabhéngig sind.
Daher kénnen wir sowohl v als auch w” in (v/, w')-Koordinaten schreiben, wie wir am
Ende des Abschnitts 1.2 gesehen haben. Es gilt also

/! ! / /i / /
v =av +bw und w' =cv' + dw

fiir geeignete Zahlen a,b,c,d in Q. Nach Definition des Gitters L liegen v” und w”
genau dann in L, wenn wir die Zahlen a, b, ¢, d sogar in R wéhlen kénnen. Das muss im
Allgemeinen natiirlich nicht der Fall sein.
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Vertauschen wir die beiden Vektoren v" und w’, so entspricht das der Vertauschung von
a mit b und von ¢ mit d. Vertauschen wir die beiden Vektoren v” und w”, so entspricht
das der Vertauschung von a mit ¢ und von b mit d. Nun betrachten wir die Werte
vp(a), vp(b), vp(c) und v,(d), wobei wir vereinbaren, dass v,(0) = oo gilt. Wir suchen nun
den kleinsten dieser Werte. Ist v,(b) der kleinste dieser vier Werte, dann vertauschen
wir v' und w’. Ist vp(c) der kleinste dieser vier Werte, dann vertauschen wir v” und w”.
Und ist v,(d) der kleinste dieser vier Werte, dann vertauschen wir zunéichst v’ mit w’
und danach v” mit w”. Diese Vertauschung der erzeugenden Vektoren dndert die Gitter
nicht. Wir kénnen daher nach eventueller Vertauschung von v mit w und von v' mit w’
annehmen, dass v,(a) hochstens so grof§ wie jeder der drei anderen Werte v,(b), vp(c)
und v,(d) ist. Dann ist automatisch a # 0, und ferner gilt v,(b/a) > 0 und vy(c/a) > 0,
das heifit, b/a und c¢/a liegen in R.

Nun setzen wir

v=1v"+(b/a)w und w = w'.

Dann liegt das Gitter Rv + Rw in L = Rv' + Rw'. Aulerdem gilt v' = v — (b/a)w, also
liegt L auch in Rv + Rw. Daher gilt L = Rv + Rw, das heifit, v und w erzeugen das
Gitter L.

Ein dhnliches Argument zeigt, dass die Vektoren v” und w” — (¢/a)v” das Gitter
M = Rv" + Rw” erzeugen. Nun ist

v":av’—i—bw':a(v'—l—bw') = av und w"—Ev”: (d—bc> w = <d—bc> w.
a a a a

Da wir hier noch die Faktoren a und (d — %) durch p-Potenzen ersetzen konnen, folgt
die Behauptung. O

Wir wenden diesen Satz nun auf zwei Gitter L und M an, deren zugehorige Gitterklas-
sen {L} und {M} benachbart (also insbesondere verschieden) in X (p) sind. Es gibt daher
Vektoren v und w mit L = Rv + Rw , so dass M = Rp™v + Rp"w fiir geeignete ganze
Zahlen m und n gilt. Gleichzeitig folgt aus der Tatsache, dass {L} und {M} benachbart
sind, dass es einen Vertreter M’ = p¥M von {M} gibt, der pL. C M’ C L erfiillt. (Hier
muss man sich als Ubungsaufgabe iiberlegen, dass wir M’ so wihlen kénnen, dass wir
das Gitter L beibehalten kénnen.) Nun ist M’ von der Form M’ = Rp™*y + Rp"+ruw.
Aus M’ C L folgt nun m+k > 0und n+k > 0. Aus pL C M’ folgt aber auch m+k <1
und n + k < 1. Also kénnen m + k und n + k nur null oder eins sein. Sie kénnen nicht
beide gleichzeitig null oder eins sein, denn ansonsten wire M’ dquivalent zu L, und da-
mit wiren {L} und {M} gleich. Also ist eine dieser beiden Zahlen null und die andere
eins. Nach eventuellem Vertauschen der Vektoren v und w kénnen wir daher annehmen,
dass M’ = Rv + Rpw gilt.

Nun kénnen wir die Geometrie des Graphen X (p) studieren.

Satz 1.2 X(p) ist ein Baum.
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1.3 Die Geometrie des Raums der Gitterklassen

Beweis: Wir miissen nach Definition 1.2 zeigen, dass X (p) zusammenhingend ist und
dass X (p) keine geschlossenen Wege enthélt.

i) Wir zeigen zunéchst, dass X (p) zusammenhéngend ist. Dazu betrachten wir zwei
Ecken, also Gitterklassen {L} und {M}. Nach Satz 1.1 gibt es Vektoren v und w sowie
ganze Zahlen m und n, so dass gilt:

L=Rv+ Rwund M = Rp™v + Rp"w.

Indem wir gegebenenfalls die Vektoren v und w vertauschen, kénnen wir annehmen, dass
m < n, also n —m > 0 ist. Da das Gitter M’ = p~™M = Rv + Rp" "™w #quivalent
zu M ist, gilt {M} = {M'}. Wir kénnen also mit M’ weiterarbeiten. Nun betrachten
wir die Gitterklassen zu den Gittern L = Rv + Rw, Rv + Rpw, Rv + Rp*w bis hin zu
Rv + Rp™ ™w. Sie bilden einen Weg von {L} nach {M'}.

Daher sind zwei beliebige Ecken in X (p) duch einen Weg verbunden, das heifit, X (p)
ist zusammenhé&ngend.

ii) Nun wollen wir noch zeigen, dass X (p) keine geschlossenen Wege enthilt. Wir
beschrénken uns hier darauf, nachzuweisen, dass X (p) keine Dreiecke enthélt. Unter
einem Dreieck verstehen wir einen geschlossenen Weg, der aus drei verschiedenen Kan-
ten besteht, die drei Ecken {L}, {M} und {N} verbinden. Diese sind dann paarweise
zueinander benachbart und bilden somit einen Teil von X(p), der wie ein Dreieck aus-
sieht. Angenommen, die Ecken {L}, {M} und { N} bilden solch ein Dreieck. Wir werden
zeigen, dass dies zu einem Widerspruch fithrt. Wir wenden nun die Uberlegungen im
Anschluss an Satz 1.1 auf die benachbarten Gitterklassen {L} und {M} an. Also gibt es
(eventuell nach Ubergang zu anderen Vertretern dieser Gitterklassen) Vektoren v und w
mit L = Rv+ Rw und M = Rv + Rpw. Da {L} und { N} benachbart sind, kénnen wir,
indem wir eventuell N durch eine dquivalente Gitterklasse ersetzen, annehmen, dass

pL C N CL.
Ferner sind M und N benachbart. Daher gibt es eine ganze Zahl k, so dass
pFHIN ¢ M c pFN

gilt.

Aus v € M C p*N c p*L = Rp*v + RpFw folgt, dass k < 0 sein muss. Aus pw €
pL c N c p~ DM = Rp~F+Dy 4 Rp~*+1) (pw) folgt, dass k+1 > 0, also k > —1 ist.
Daher ist k entweder gleich 0 oder gleich —1.

1. Fall £ = 0: In diesem Fall gilt pN C M C N. Wir wissen, dass M nicht gleich N
ist, denn die zugehorigen Gitterklassen sind benachbart, also insbesondere verschieden.
Wir betrachten ein Element aus IV, das nicht in M liegt. Da N in L = Rv+ Rw enthalten
ist, konnen wir es als av + bw mit a und b in R schreiben. Nun liegen v und pw in M.
Da av + bw nicht in M enthalten ist, muss v,(b) = 0 sein. Da aber v in M und damit in
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Abbildung 1.4: Der Baum X (2)

N liegt, gehort auch av zu N und damit auch bw, denn es gilt bw = av + bw — av. Da
vp(b) = 0 ist, liegt die rationale Zahl 1/b ebenfalls in R, das heifit, w = (1/b)bw ist in N
enthalten. Aber dann haben wir gezeigt, dass v und w und damit ganz L in N enthalten
ist. Da wir N C L bereits wissen, folgt hieraus L = N. Das kann aber nicht sein, denn
die Gitterklassen {L} und { N} sind benachbart, also insbesondere verschieden. Wir sind
hier also auf einen Widerspruch gestoflen.

2. Fall k = —1: In diesem Fall gilt N C M C p~'N. Wir betrachten die Inklusion
pL C N C L und argumentieren #hnlich wie im ersten Fall. Da pL # N ist, gibt es ein
Element in N, das nicht in pL liegt. Da N in M = Rv 4+ Rpw enthalten ist, konnen wir
dieses Element als av 4+ bpw mit a und b in R schreiben. Da pw in pL und damit in N
enthalten ist, gehort auch bpw zu N, und damit liegt auch av = av+bpw —bpw in N. Da
wir angenommen haben, dass av + bpw nicht in pL liegt, folgt v,(a) = 0. Also ist auch
1/a in R enthalten, das heiit, v = (1/a)av liegt in N. Aber dann haben wir gezeigt,
dass v und pw und damit ganz M in N enhalten ist. Da wir N C M bereits wissen, folgt
hieraus M = N, was im Widerspruch dazu steht, dass {M} und {/N} benachbart, also
inbesondere verschieden sind.

In beiden Fillen erhalten wir also einen Widerspruch. Daher muss unsere Annahme
falsch sein, und es kann kein Dreieck in X (p) geben. Mit dhnlichen Argumenten kann man
zeigen, dass X (p) auch keine geschlossenen Wege grofierer Liange enthilt. Wir verzichten
hier allerdings auf weitere Details. Ein vollstindiger Beweis ist in Kapitel II, §1 des
Buches [Se| zu finden. O

Man kann sogar beweisen, dass X (p) ein sogenannter (p + 1)-regulérer Baum ist, das
heift, in jeder Ecke von X(p) zweigen genau p + 1 Kanten ab. Abbildung 1.4 stellt
den unendlichen Baum X (2) dar, wobei die Piinktchen andeuten, dass er sich in alle
Richtungen immer weiter fortsetzt.
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1.4 Ausblick

1.4 Ausblick

Wie wir oben schon gesehen haben, ist fiir jede Gitterklasse {L} und jede Matrix A in
GLy(Q) auch {A - L} eine Gitterklasse. Es ist nicht schwierig, sich zu iiberlegen, dass
mit {L} und {M} auch {A- L} und {A- M} benachbart sind. Also bildet die Matrix A
Ecken des Graphen X (p) auf Ecken und Kanten des Graphen X (p) auf Kanten ab.

Um die Struktur von Gruppen zu studieren, ist es oft sehr hilfreich, sie auf einem
geometrischen Objekt operieren zu lassen.

So verrét auch die Operation der Gruppe SL2(Q) auf dem Baum X (p) einiges iiber
ihre Struktur. Wir betrachten zum Beispiel beschréinkte Untergruppen von SLy(Q). Das
sind Teilmengen von SLy(Q), die selbst eine Gruppe unter der Matrixmultiplikation
bilden und die zusitzlich die Eigenschaft haben, dass es eine Schranke C' gibt, so dass
alle Eintrage aller Matrizen in der Teilmenge hochstens den p-adischen Abstand C vom
Nullpunkt haben. Die Gruppe SL2(Q) selbst ist offenbar nicht beschréinkt, denn man
kann Matrizen der Determinante eins hinschreiben, in denen ein Eintrag beliebig grofl
wird (versuchen Sie es einmal). Nun kann man zeigen, dass eine Untergruppe von SLs(Q)
genau dann beschrankt ist, wenn es eine Ecke in X (p) gibt, die von allen ihren Elementen
festgehalten wird. Dies hat wiederum interessante gruppentheoretische Konsequenzen fiir
die Struktur dieser Untergruppe.

Das Zusammenspiel von Geometrie, Gruppentheorie und der p-adischen Welt hat viele
faszinierende Aspekte. Von einem hoheren mathematischen Standpunkt aus ist der Baum
X (p) ein Beispiel eines sogenannten ,, Bruhat-Tits-Gebdudes®. Solche Gebdude kann man
auch fiir andere Matrixgruppen in der p-adischen Welt definieren. Sie sind in der Regel
von hoherer Dimension als der Baum und daher nicht mehr gut zu zeichnen. Trotzdem
haben Mathematikerinnen und Mathematiker viele spannende Ergebnisse {iber diese
Objekte herausgefunden.

15






Literaturverzeichnis

Das Buch [Gou] bietet eine ausfithrliche Einfithrung in die p-adische Welt, die fiir Studi-
enanfiinger geeignet ist. In dem grundlegenden Werk [Se] wird das faszinierende Zusammenspiel
von Gruppen und Bédumen erkldrt. Dieses Buch ist allerdings recht dicht geschrieben und
erfordert etwas Erfahrung im Umgang mit mathematischen Texten.

[Gou] Fernando Q. Gouvea: p-adic Numbers. An introduction. Springer Verlag 2003.
[Se] Jean-Pierre Serre: Trees. Springer Verlag 1980.

17



