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1 Monomiale Ideale und simpliziale
Komplexe

1.1 Monomiale Ideale

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit den Grundlagen zu monomialen Idealen. Insbeson-
dere sollen so genannte quadratfreie monomiale Ideale untersucht werden. Im folgenden sei k
ein gewohnlicher Korper und sei S = k[xy,...,x,] der Polynomring in n Variablen xi,...,x,.
Wir wiederholen zuniéchst den Begriff eines Ideals.

Definition 1.1.1. Eine Menge I C S heifit Ideal, falls
(1) I abgeschlossen ist bzgl. Addition, d.h. falls f,g € I, soistauch f+g €[
@) firfeSundpelgiltf-pel.

Da der Polynomring in n Variablen noethersch ist (Hilbertscher Basissatz), wissen wir, dass
jedes Ideal von einer endlichen Menge von Elementen erzeugt wird. Dies ist dquivalent dazu,
dass in § die aufsteigende Kettenbedingung gilt, d.h.: Ist

LChC...

eine aufsteigende Kette von Idealen, so wird diese nach endlich vielen Schritten stationdr,
d.h. es existiert ein s € N, so dass Iy = ;11 = .... Wir werden dies nicht beweisen, jedoch
im folgenden mehrfach verwenden. Im folgenden sei Z = {(a1,...,a,) : a; € Zund q; >
0 fiir alle 1 <i < n}. Wir kommen nun zu dem zentralen Begriff eines monomialen Ideals.

Definition 1.1.2. (i) Jedes Produkt x{' ---x% mita = (ay,...,a,) € Z" heiBt Monom in S.
Wir schreiben kurz x* fiir x{" - - - x4n.

(ii) Wir schreiben Mon(S) fiir die Menge der Monome in S und Mon(I) fiir die Menge der
Monome in einem Ideal /.

(iii) Wir nennen ein Ideal I C S ein monomiales Ideal, falls I von Monomen erzeugt wird.

(iv) Ist f = ¥ .eMon(s) @utt it a, € k, so nennen wir supp(f) = {u : a, # 0} den Support
von f.
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Gegeben ein Ideal / C S und ein Polynom f € S mochte man entscheiden, ob f in 7 liegt.
Im allgemeinen ldsst sich dieses Problem nicht ohne weiteres 16sen (Grobner Basen). Im Falle
von monomialen Idealen ist die Losung allerdings sehr einfach.

Lemma 1.1.3. Sei I C S ein monomiales Ideal und sei f € S. Dann ist f genau dann in I,
wenn supp(f) C I.

Beweis. <:Ist f € S mit der Eigenschaft, dass supp(f) C I, so folgt bereits aus der Definition
eines Ideals (Definition 1.1.1 (i)), dass f € [ gilt.

=: Sei umgekehrt f € I. Wir werden zeigen, dass die Menge der Monome Mon(/) in [ eine
k-Vektorraumbasis fiir / bildet.
Da Mon(/) C Mon(S) und die Elemente letzterer Menge linear unabhingig sind, sind auch
alle Monome in / linear unabhingig.
Wir miissen zeigen, dass Mon(I) auch ein Erzeugendensystem fiir [ ist. Sei dazu f € I.
GemiB der Definition eines monomialen Ideals miissen dann Monome uj,.. ., u, € Mon([)
und Polynome fi,..., fi, € S existieren, so dass f =Y. | fiu;. Sei u € supp(f) ein beliebiges
Monom im Support von f. Dann existiert ein 1 < i < m, so dass u auch im Support von fju; ist,
d.h. u ist von der Form w - u;, wobei w ein Monom in S ist. Damit gilt insbesondere u € Mon(J)
und f ldsst sich als Linearkombination der Elemente in Mon(/) schreiben. O

Man kann zeigen, dass die angegebene Bedingung in obigem Lemma gerade monomiale
Ideale charakterisiert.

Korollar 1.1.4. Sei I C S ein Ideal. Dann sind dquivalent:
(i) I ist ein monomiales Ideal
(ii) Fiir alle f € S gilt: f € I genau dann wenn supp(f) C L.

Beweis. Wir miissen nur noch (ii) = (i) zeigen. Die andere Richtung folgt aus Lemma 1.1.3.
Seien f7,..., fi;n Erzeugen von I. Dann gilt nach Voraussetzung supp(f;) C I fiir alle i. Daraus
folgt, dass 7, supp(f;) eine Menge monomialer Erzeuger fiir [ ist. O

Um das Idealzugehorigkeits-Problem fiir monomiale Ideale zu 16sen, reicht es also dieses
fiir Monome zu 16sen. Der nichste Satz liefert dazu das entscheidende Mittel.

Satz 1.1.5. Sei I C S ein monomiales Ideal und sei {uy,...,u,} C Mon(S) eine Menge von
Erzeugern 1. Ein Monom v gehort genau dann zu I, wenn ein 1 < i < m existiert, so dass u;
das Monom v teilt.

Beweis. «<: v (folgt, da {uy,...,u,,} Erzeugendensystem ist.)

= Sei v € I. Dann existieren Polynome fi,..., fi;, so dass v =Y, fiu;. Insbesondere
existiert ein 1 < i < m, so dass v im Support von fiu; liegt. Daraus folgt v = wu; fiir ein
Monom w im Support von f;. O
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Eine Eigenschaft, die das Arbeiten mit monomialen Idealen sehr angenehm macht, ist die
folgende:

Satz 1.1.6. Jedes monomiale Ideal hat eine eindeutige minimale Menge aus monomialen Er-
zeugern.

Beweis. Per Definition wird / von Monomen erzeugt. Ferner ist eine minimale Erzeugenden-
menge endlich, da aus dem Hilbertschen Basissatz folgt, dass der Polynomring in n Variablen
tiber einem Korper k noethersch ist und damit jede aufsteigende Kette von Idealen stationér
ist, also insbesondere eine endliche Erzeugendenmenge fiir / existiert.

Wir miissen daher lediglich die Eindeutigkeit einer minimalen Erzeugendenmenge zeigen.
Seien daher G| = {uy,...,u,} und Go = {vy,...,v,} zwei minimale monomiale Erzeugenden-
systeme von /. Wir zeigen zunichst G| C G». Betrachte u; € G1. Wegen u; € I gilt u; = wy -v;
fiir ein 1 < j < s und ein Monom w; € Mon(S). Entsprechend existiert aber auch ein 1 <k <r
und ein Monom w, € Mon(S), so dass vj = wa - ui. Insgesamt gilt also u; = wywauy. Aus der
Minimalitéit von G folgt dann bereits i = k und wyw, = 1. Insbesondere gilt w; = 1 und damit
u; =v;j € Gy, also G1 C G,. Die umgekehrte Inklusion gilt per Symmetrie. O

Im folgenden bezeichnen wir die minimale Menge monomialer Erzeuger eines monomialen
Ideals mit G(I). Arbeitet man mit Idealen, so ist es iiblich algebraische Operationen, wie
Summe, Produkt und Schnitt zu betrachten. Es ldsst sich meist recht leicht zeigen, dass die
Menge der monomialen Ideale unter diesen Operationen abgeschlossen ist.

Bemerkung 1.1.7. Seien /,J C S monomiale Ideale. Dann gilt:
(i) T+ J ist ein monomiales Ideal und G(I+J) C G(I) UG(J).
(ii) 1-J ist ein monomiales Ideal und G(I-J) C G(I)G(J).

(iii) 7NJ ist ein monomiales Ideal und {kgV(u,v) : u € G(I), v € G(J)} ist eine Menge
von Erzeugern fiir /N J.

Unser Hauptinteresse wird nicht an monomialen Idealen im allgemeinen liegen, sondern
solchen die quadratfrei sind. Dabei nennen wir ein Monom x* quadratfrei, falls a € {0,1}",
d.h. xi2 Jx¢ for all 1 <i < n. Entsprechend wird ein monomiales Ideal als quadratfrei bezeich-
net, wenn es von quadratfreien Monomen erzeugt wird.

Lemma 1.1.8. Ist I ein quadratfreies monomiales Ideal, so gilt I = \/I, wobei \/I = {fe
S . f™ e fiir ein m € N} das Radikal-Ideal von I bezeichnet.

Beweis. Wir betrachten das minimale Erzeugendensystem G(I) von I. Fiir ein beliebiges Mo-
nom u = [T, x{" setzen wir \/m = [1i.a;20 xi- Wir zeigen zunéchst folgende Behauptung.

Behauptung: Fiir ein beliebiges monomiales Ideal 7 gilt, dass v/7 von {\/u : u € G(I)}
erzeugt wird.
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Offensichtlich gilt {\/u : u € G(I)} C v/I. Da /I ein monomiales Ideal ist, reicht es wegen
Lemma 1.1.3 zu zeigen, dass fiir jedes Monom v € /I ein Monom u € G(I) existiert, so dass
Vulv. Ist v € Mon(v/1), so ist v* €I fiir ein s € N. Somit existiert ein # € G(I) mit u[v*. Daraus
folgt \/u|v/v* = v und damit die Behauptung.

Ist I quadratfrei, so gilt \/u = u fiir alle u € G(I) und damit G(I) = {\/u : u€ G(I)}. Aus
der gerade gezeigten Behauptung folgt dann I = /1. O

1.2 Primarzerlegung

Definition 1.2.1. (i) Ein (monomiales) Ideal / C S heif3t irreduzibel, falls es nicht als echter
Schnitt zweier (monomialer) Ideale geschrieben werden kann, d.h. aus I = I} N1, folgt
bereits I = I; oder I = .

(i1) Ein Ideal I C S heiflt Primideal, falls aus fg € I schon f € I oder g € I folgt.

(iii) Ein Ideal I C S heilit primdr, falls aus gh € I schon g € I oder " € [ folgt fiir ein
positives m € N. In diesem Fall ist p = /7 ein Primideal und wir nennen / p-primér

Beispiel 1.2.2. (i) 7 = (x},x},x12) ist irreduzibel und (x1,x3,xs)-primir. Wir werden zei-
gen, dass jedes irreduzible monomiale Ideal von Potenzen von Variablen erzeugt wird.

G J= (x%,xg,xz,xlxg,x%xi) ist nicht irreduzibel, denn es gilt

7.2 2 2. 3.7 . 2.5
J = (x7,x3,x4,x1%5,X3) 0 (X7, X3, X4, X1 X3,X7)

2 3
1:%3

27 .22 2 3. 25
(X7, X4, %123, %3) N (X7, 43, X1%3, X7 ),

aber man kann leicht zeigen, dass J (x1,x3,x4)-primér ist. In der Tat werden wir sehen
(siehe Ubungsaufgabe), dass jedes monomiale primire Ideal von der Formist (x{",... x4 xb1 ... xs),
wobei a; > 1 fiir alle i und supp(x*) C {1,...,r} fiir alle i.

Satz 1.2.3. (i) Ein monomiales Ideal ist genau dann irreduzibel, wenn es von der Form
1= (x" ...,x?k"> ist fiira; €Ny, 1 <i<k

(ii) Ist I ein irreduzibles Ideal, so ist I \ﬁ-primc'ir.

Beweis. Beweis von (i): Wir nehmen zunéchst an, dass 7 ein monomiales Ideal ist, dass die
Form I = <le e ,xZ(") hat. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei weiter i1 < ... < i;. Da
IC (xip,...,x;) gilt, gilt I # S. Angenommen / wire reduzibel, d.h. es existieren zwei mono-
miale Ideale 17,1, C S, so dass I =I1; NI, und I C I; sowie I C . Dann existieren Monome
x? € [\ I und x° € I, \ I. Weiter muss gelten bi; <ajund ¢;; <a;j fiir 1 < j <k, da sonst

n maxbj,c;

xb € I bzw. x° € I wiire. Daraus folgt dann kgV (x?,x) = [T\, x} ¢ I. Andererseits gilt
aber kgV (x*,x°) € I} NI, = I. Wir erhalten also einen Widerspruch und damit ist / irreduzibel.
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Fiir die Riickrichtung nehmen wir an, dass 7 irreduzibel ist. Sei G(I) = {u1,...,uy ; das mini-
male monomiale Erzeugendensystem von I. Wir miissen zeigen, dass jedes u; die Potenz einer
Variable ist, d.h. u; = x ’ fiirein 1 <i; <nund a; € N5. Angenommen dies ist nicht der Fall.

Nach Umnummerlerung der Variablen sowie Umordnung der u; konnen wir annehmen, dass
um = x} f fir s € Noo, f € Mon(S), f # 1 und x; ff. Wir setzen I} = (uy,...,up—1,x}) und
L ={uy,...,um—1,f). Aus Bemerkung 1.1.7 (iii) folgt

Il mIQ = <M17' . .Mm_l,kgV(Ml,x‘i),kgV(Ml,f), LR ,kgV(um_l,x{),kgV(um_l,f),kgV(x‘i,f))
:<u17...,um>:17

wobei wir verwendet haben, dass u;|kgV (u;, f), u;|kgV (u;,x}) fiir 1 <i <mundkgV(x}, ) =
u,. Wir zeigen nun, dass auch I C I} und I C I, gilt, was schlielich einen Widerspruch zu
der Irreduzibilitdt von [ liefert. Da I = I1 N1, gilt bereits I C I} und I C I,. Es bleibt daher zu
zeigen I # I; und I # I,. Wir zeigen nur die erste Ungleichheit, die andere folgt analog. Per
Konstruktion gilt x{ € I;. Es gilt aber x| ¢ 1. In der Tat, wire x{ € 1, so wiirde gelten: u;|x]
fiir ein 1 <i < m. Also insbesondere: u;|x} f = u,,. Wegen der Minimalitit von G(I) gilt dann
i = m und weiter x} f|x], woraus folgt f = 1. Dies gibt den gewiinschten Widerspruch.

Beweis von (ii): Sei f - g € I fiir Polynome f, g € S. Wir miissen zeigen, dass entweder f € I
oder g* € I fiir ein s € N gilt. Fiir j € N betrachte das Ideal /; = {h € S : hg’ € I'}. Wir erhalten
damit die Kette

I=LHhChLChLC

in S. Da S noethersch ist, muss diese Kette abbrechen, d.h. es existiert ein s € N, so dass
Iy = ;11 = .... Wir zeigen nun, dass sich I schreiben lésst als I = ((g°) +1) N 1;. Sei dazu
he ((g°)+1)NI. Dann existieren @ € S und b € I, so dass h = ag® + b. Da aber auch hg € [
gelten muss, folgt damit ag*™! = hg — hb € I. GemiB der Definition von I, | kénnen wir
schlieBen, dass a € Iy = I; und daher ag® € I. SchlieBlich folgt 2 = ag® + b € I. Dies zeigt
((¢")+1)NI; CI. Die umgekehrte Inklusion ist trivial. Da [ irreduzibel ist, muss in der gerade
gezeigten Zerlegung nun gelten: [ = (g*) + 1 oder I = I;. In ersterem Fall folgt g* € I. In
letzterem Fall folgt f € I. Damit ist / primér. O

Als Konsequenz aus obigem Satz erhalten wir folgendes Korollar.

Korollar 1.2.4. Das monomiale Ideal (x;' X xz(") ist (Xj,, ..., X; )-primdr.

Beweis. Nach Satz 1.2.3 (i) ist (x" ,fo) irreduzibel. Der zweite Teil desselbigen Satzes

ll 2
aj

impliziert nun, dass (x; ,...,xik> primér ist und wegen |/ (x{', ..., x*) = (x;,...,x;) folgt

i I
die Aussage des Satzes. O

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass sich jedes Ideal in S oder allgemeiner in ei-
nem Noetherschen Ring als irredundanten Schnitt primérer Ideale zu schreiben. Dazu wird es
notig sein zunéchst eine Darstellung als Schnitt irreduzibler Ideale zu finden und dann Kom-
ponenten mit dem gleichen Radikal zusammenzufassen. Wir werden uns im folgenden nicht
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auf monomiale Ideale beschrinken, sondern gewohnliche Ideale betrachten. Wir nennen eine
Darstellung eines Ideals 7 als Schnitt von Idealen, d.h. I = /" Q; irredundant oder minimal,
falls kein Ideal im Schnitt weggelassen werden kann, d.h. Q; 2 (1 j #iQ; forall 1 <i <m.

Satz 1.2.5. (i) Jedes Ideal I C S kann geschrieben werden als I = (/L Q;, wobei Q; irre-
duzibel ist. Ferner existiert eine irredundante solche Zerlegung.

(ii) Ist I ein monomiales Ideal und ist die Zerlegung in I irredundant, so ist sie eindeutig.

Beweis. Wir beweisen den ersten Teil des Satzes mittels Widerspruch. Angenommen es exis-
tiert ein Ideal I C S, das nicht als endlicher Schnitt irreduzibler Ideale geschrieben werden
kann. Insbesondere muss / dann reduzibel sein, d.h. es existieren Ideale I, und J; mit/ =1, N1,
und / C I; und I C L. Ebenso wie bei I kann es sich bei mindestens einem der Ideale /; und I
nicht um einen endlichen Schnitte irreduzibler Ideale handeln. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit sei dies fiir /; der Fall. Mit der gleichen Begriindung wie zuvor fiir / (aber jetzt auf I;
angewandt) finden wir ein Ideal I, so dass I; C I» und das sich nicht als endlicher Schnitt irre-
duzibler Ideale schreiben ldsst. Durch Iteration dieses Prozesses erhalten wir eine unendliche
aufsteigende Kette von Idealen Icl} C I C ... Dies ergibt einen Widerspruch dazu, dass der
Polynomring S noethersch ist. Wir haben damit gezeigt, dass I geschrieben werden kann als
I =N, 0, wobei Q; irreduzibel ist. Indem wir Komponenten Q; aus dem Schnitt entfernen
mit der Eigenschaft, dass Q; D (] j # iQ; erhalten wir eine irredundante Zerlegung.

Wir beweisen nun (ii). Seien I = /L, Q; = (i, O} zwei irredundante Zerlegungen von /
in irreduzible Ideale. Wegen Satz 1.2.3 wissen wir, dass die Ideale Q; und Q) von Potenzen
von Variablen erzeugt werden. Sei i € [m]. Wir zeigen, dass ein j € [s] existiert, so dass Q; C
Q;. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass Q; = (x{',... ,xzk).
Angenommen es gilt Q; Z Q; fiir alle j € [s]. Dann existiert fiir jedes j € [s] ein Monom
xfj’ € 0\ Qi. Dann gilt entweder [; ¢ [k] oder b; < a;;. Wir setzen u = kgV{xZ‘ yee ,xlb;’}. Per
Definition gilt u € (j_; Q'; C Q;. Letztere Inklusion impliziert, dass ein i € [k] existieren muss,
so dass x?i das Monom u teilt. Dies fiihrt zu einem Widerspruch. Zusammenfassend haben wir
gezeigt, dass fiir jedes i € [m] ein j € [s] existiert, so dass Q’j C Q. Per Symmetrie gilt auch,
dass fiir jedes k € [s] ein [ € [m] existiert mit Q; C Q. Daraus kann man dann mit Hilfe der

Irredundanz schliefen, dass m = s und auch {Qy,...,0n} ={0},...,0;} gelten muss. Dies
zeigt dann die Eindeutigkeit der Zerlegung. O

Der gerade bewiesene Satz gilt tiber jedem Noetherschen Ring.
Wir kénnen nun unser Hauptergebnis beweisen:

Theorem 1.2.6. Jedes Ideal I C S besitzt eine minimale Primérzerlegung, d.h. eine Zerlegung
I =, Qi, wobei Q; ein \/Q; = P-primdires Ideal ist, P; # Pj fiir i # j gilt und so dass gilt
Qi 2N Jj#1Qj fiiralle 1 <i<m.

Die Ideale P, in einer minimalen Primérzerlegung werden als zu I assoziierte Primideale
bezeichnet. Das Ideal Q; wird die zu I P;-primédre Komponente genannt.
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Beweis. Es folgt bereits aus Satz 1.2.5, dass I geschrieben werden kann als I = (/| O;, wobei
die Q; irreduzibel sind und Q; % (j # iQ; fiir alle 1 <i < m. Wegen Satz 1.2.3 (ii) sind die
Ideale Q; dann sogar primér. Im nichsten Schritt fassen wir alle Ideale Q; zusammen, die das-
selbe Radikal-Ideal haben. Der Schnitt dieser Ideale ist erneut primir (siehe Ubungsaufgabe)
und damit kénnen wir auch die Giiltigkeit der Bedingung P; # P; fiir i # j garantieren. O

Beispiel 1.2.7.

2 .22
X 7x2,x1x3,x1x2x3,x2x3)

3
1

3 2 3 3 22 2.2 3. 322 2 22
X700, X1%3,X1,55%3) 1 (37,23, X7%3, %2, 05%3) () (37,3, X713, 43, 4543
3 3 22 3.3 2
3,x1,%5%3) N (3], X123,%2) N (x7,33,%3)

3
2:%

3.2

x 1’x%) (xgvxl ax%) N (xlﬂxlﬁx2) n (x?,x%,xg) N (x%vx%’x%)

=
=
=(x
= (
= (01,23) N (6, x2) N (37,23,3)

Die obige Zerlegung ist die eindeutige irredundante Darstellung des Ideals I als Schnitt ir-
reduzibler monomialer Ideale. Die Ideale (x?,x,) und (x1,x3) sind beide (x;,x;)-primér. Wir
bekommen daher als (x1,x;)-primires Ideal assoiiert zu I den Schnitt (x1,x3) N (x2,x2) =
(x%,x%,xlxz). Damit erhalten wir folgende irredundante Primirzerlegung von /

I= (x%,x%,xlxz) N (x?,x%,x%).

Im allgemeinen gibt es verschiedene Primirzerlegungen eines monomialen Ideales, d.h.
insbesondere ist eine solche nicht unbedingt eindeutig. Konstruiert man aber wie in obigem
Beispiel eine Primiérzerlegung ausgehend von dem irredundanten Schnitt irreduzibler Idea-
le (Satz 1.2.5), so ist die erhaltene Primirzerlegung eindeutig und sie wird als Standard-
Primdrzerlegung von I bezeichnet.

Ist I ein quadratfreies monomiales Ideal, so werden die primédren Komponenten von Varia-
blen erzeugt, d.h. insbesondere ldsst sich / in diesem Fall als Schnitt monomialer Primideale
schreiben.

1.3 Simpliziale Komplexe

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit simplizialen Komplexen. Diese sollen im darauf-
folgenden Abschnitt verwendet werden um quadratfreie monomiale Ideale kombinatorisch zu
beschreiben. Im folgenden, sei [n] = {1,...,n}.

Definition 1.3.1. Ein (abstrakter) simplizialer Komplex A auf der Eckenmenge [n] ist eine
Menge von Teilmengen von [n] mit den Eigenschaften, dass

i) 0eA
(1) Falls F € Aund G C F, soistauch G € A.
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Die Elemente in A werden als Seiten bezeichnet und wir definieren dimF = |F| — 1 als die
Dimension einer Seite F' € A. Die Dimension von A ist die maximale Dimension seiner Seiten.
0-dimensionale Seiten nennen wir Ecken und Seiten, die beziiglich Inklusion maximal sind,
heiBlen Facetten. Wir nennen A rein, falls alle Facetten die selbe Dimension haben.

Beispiel 1.3.2. (1) A={0,{1},{2},{3},{4},{1,2},{1,3},{2,3},{1,4},{1,2,3} } Geome-
trisch kdnnen wir uns A als ausgefiilltes Dreieck mit den Ecken 1, 2 und 3, sowie einer
zusitzlichen Kante von 1 nach 4 vorstellen. Wir werden dies noch prizisieren. {1,2,3}
und {1,4} sind die Facetten. Der Komplex hat Dimension 2 und ist nicht rein.

(i) Fiir n > 1 definiere A,_; = 2" = {A : A C [n]} als (abstrakten) (n— 1)-Simplex. A, ist
rein, (n — 1)-dimensional und die einzige Facette ist [n].

Wir bendtigen noch einige Notationen. Wir schreiben % (A) bzw. .4 (A) fiir die Men-
ge der Facetten bzw. der minimalen Nicht-Seiten von A, dh. /' (A)={GCn] : G ¢
A und G minimal}. Es ist klar, dass ein simplizialer Komplex A eindeutig durch die Menge
seiner Facetten bzw. seiner minimalen Nicht-Seiten beschrieben wird.

Beispiel 1.3.3. (i) Der simpliziale Komplex A in Beispiel 1.3.2 (i) hat als minimale Nicht-
Seiten {2,4} und {3,4}. Die Menge {1,3,4} ist auch eine Nicht-Seite, aber nicht mini-
mal.

(ii) Der (n— 1)-Simplex besitzt keine Nicht-Seiten.

Im folgenden mochten wir beschreiben, wie wir uns einen simplizialen Komplex geome-
trisch vorstellen konnen. Dazu benétigen wir zunichst die Definition eines geometrischen
Simplexes.

Definition 1.3.4. Seien py, ..., py1 affin unabhédngige Punkte im R”, d.h. p» — p1,...,pas1 —
p1 sind linear unabhiingig. Dann heift A? =conv{p; : 1 <i<d+1}:= {27:11 a;p; ):?1:11 a;j=
1, a; > O fiir alle 1 <i <d+ 1} geometrischer d-Simplex. Die konvexe Hiille einer beliebigen
Teilmenge von {pi,...,pa+1} wird als Seite von A" bezeichnet.

Definition 1.3.5. Ein geometrischer simplizialer Komplex ist einem Menge 4" geometrischer
Simplizes mit folgenden Eigenschaften:

(1) Sind F,G € %, so ist F NG sowohl eine Seite von F als auch von G.
(ii) Ist F € € und ist G eine Seite von F, soist G € €.

Jeder geometrische simpliziale Komplex ist auf natiirliche Art und Weise ein abstrakter sim-
plizialer Komplex auf seiner Eckenmenge. Umgekehrt kann auch jeder abstrakte geometrische
simpliziale Komplex als geometrischer simplizialer Komplex realisiert werden.

Konstruktion 1.3.6. Sei A ein simplizialer Komplex auf der Eckenmenge [r] und seien by, ..., b,
eine Basis des R”. Fiir eine Teilmenge ¢ C [n] definieren wir

|o| =conv{b; : i€ o}



1.3 Simpliziale Komplexe

als die konvexe Hiille der Basisvektoren b; mit i € ©. Ist o eine m-dimensionale Seite in A,
so ist || entsprechend ein m-dimensionaler geometrischer Simplex im R”. Wir setzen weiter
|A| = Ugea |o|. Offensichtlich ist |A| ein geometrischer simplizialer Komplex und wir nennen
|A| eine geometrische Realisierung von A.

Beispiel 1.3.7. Sei ¢; = (0,...,0,i,0,...,0) der i-te Einheitsvektor im R”". Dann ist A"~ =
conv{e; : 1 <i<n} eine geometrische Realisierung des abstrakten (n — 1)-Simplexes.

Da verschiedene geometrische Realisierungen eines simplizialen Komplexes homeomorph
sind (bzgl. der induzierten Topologie des R") und da wir uns in Anwendungen nur fiir die
Topologie einer geometrischen Realisierung interessieren, werden wir im folgenden immer
von ,,der” geometrischen Realisierung eines simplizialen Komplexes reden.

Bei der Arbeit mit simplizialen Komplexen interessiert man sich hdufig fiir die Anzahl der
Seiten einer gewissen Dimension. Diese Information wird im sog. f-Vektor von A gesammelt.
Wir setzen f2 = (ffl,...,fdAimA), wobei

fA=|{F €A : dimF =i}|
und fél = 1 ziihlt die leere Menge. Wir nennen f den f-Vektor von A und

dimA+1

fA(t) — Z fléltdimAJrlfi
i=0

das f-Polynom von A. In bestimmten Anwendungen ist es héufig giinstiger nicht den f-Vektor,
sondern den sog. h-Vektor h® = (hf},...,h}) von A zu betrachten. Dieser berechnet sich aus
einer linearen Transformation des f-Vektors wie folgt

()

=0 1=

Das Polynom h%(r) = Y% h#t4+1= wird als h-Polynom von A bezeichnet. Insbesondere gilt
die Relation

FAE=1) = ).

Beispiel 1.3.8. (i) Fir A= {0,{1},{2},{3},{4},{1,2},{1,3},{2,3},{1,4},{1,2,3} } ist
der f-Vektor f* = (1,4,4,1). Der h-Vektor ergibt sich zu #* = (1,1,—1).

(ii) Fiir den (n — 1)-Simplex zéhlt der Eintrag fiA"’l des f-Vektors Teilmengen von [n] der
Kardinalitdt i 4+ 1. Es gilt also fiA”’1 = (l.ﬁl) fiir 0 <i < n— 1. Der h-Vektor berechnet
sich als #%-1 = (1,0,...,0).



1 Monomiale Ideale und simpliziale Komplexe

1.4 Facetten-ldeale und Stanley-Reisner ldeale

Ziel dieses Abschnitts ist es eine Verbindung zwischen den vorherigen beiden Abschnitten
herzustellen, d.h. zwischen quadratfreien monomialen Idealen und simplizialen Komplexen.
Insbesondere wird es darum gehen, eine 1 — 1-Korrespondenz zwischen diesen beiden Klassen
von Objekten herzustellen und diese auszunutzen, um von Eigenschaften eines Elements der
einen Klasse auf Eigenschaften des entsprechenden assoziierten Objekts zu schlieen. Dabei
wird es zwei verschiedene Moglichkeiten geben, um einen Zusammenhang herzustellen. Im
folgenden nehmen wir stets an, dass A ein simplizialer Komplex auf der Eckenmenge [n] ist
und wie schon im Abschnitt 1.1 bezeichnet S = k[xy,...,x,] den Polynomring in n Variablen
tiber einem gewohnlichen Korper k.

Definition 1.4.1. Sei A ein simplizialer Komplex mit der Eckenmenge [n].

(i) Wir nennen
IA=<XF=H)C,' : FeN(A))
icF
das Stanley-Reisner Ideal von A und k[A] = S/I, ist der so genannte Stanley-Reisner
Ring von A.

(ii) Das Ideal
I(A) = (xp : F€.Z(A))
wird als Facetten-Ideal von A bezeichnet.
Beispiel 1.4.2. (i) Fiir A= {0,{1},{2},{3},{4},{1,2},{1,3},{2,3},{1,4},{1,2,3} } ist
In = (x2x4,X3x4) € k[x1,X2,x3,x4) und I(A) = (x1x2x3,x1X4) C k[x1,X2,x3,%4].
(ii) Fiir einen (n—1)-Simplex A, istIa, , = (0) C k[x1,...,x,] und I(A,—1) = (x1---xp).

I5 und I(A) sind quadratfreie Ideale in S und sie sind zwei Moglichkeiten ein quadratfrei-
es monomiales Ideal zu einem simplizialern Komplex A zu assoziieren. Umgekehrt konnen
wir zu einem gegebenen quadratfreien monomialen Ideal 7 mit G(I) = {x%,... x4} einen
simplizialen Komplex auf zwei Arten zuweisen.

Definition 1.4.3. Sei I C S ein quadratfreies monomiales Ideal mit G(I) = {x*,...,x,, }.

(i) Der simpliziale Komplex A; mit.4"(A) = {supp(ay),...,supp(as)} heiBt Stanley-Reisner
Komplex von I. Dabei ist supp(a) = {i : a; # 0} fiir a € Z". (Insbesondere gilt: ] =1I,.)

(ii) Der simpliziale Komplex A(I) mit .% (A) = {supp(ai),...,supp(as)} heiBt Facetten-
Komplex von I. (Insbesondere gilt: I = I(A(1)).)

Beispiel 1.4.4. Ist I = (x;x3,xx4,x1Xx3X5), so ist der Stanley-Reisner Komplex A; der Rand
eines 4-Ecks mit den Ecken 1,2,3,4, sowie eine zusitzliche Ecke 5, die iiber Kanten mit
1,2,3,4 verbunden ist. Alle dadurch entstehenden 2-Simplizes auBer {1,3,5} gehdren zu dem
Stanley-Reisner Komplex.
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1.4 Facetten-Ideale und Stanley-Reisner Ideale

Zusammenfassend bekommen wir also folgenden Zusammenhang:

{Quadratfreie monomiale Ideale in S } — {Simpliziale Komplexe mit Eckenmenge [n] }
I — A(I) Facetten-Komplex
Facetten-Ideal I(A) «+ A
I — Ay Stanley-Reisner Komplex
Stanley-Reisner Ideal Iy < A

Wir kommen nun zu dem Haupresultat in diesem Abschnitt

Theorem 1.4.5. Sei A ein simplizialer Komplex. Die minimale Primdrzerlegung von I, ist

= () Pur
FeZ(A)

wobei P = (x; : i € G) fiir eine Teilmenge G C [n].

Beweis. Fiir ein Monom u = x{' -+ x% sei F,, = {i € [n] : a; # 0}. Es folgt schnell aus der De-
finition des Stanley-Reisner Ideals, dass u € I genau dann wenn F,, ¢ A. Wir zeigen zunéchst
die Inklusion Iy C ﬂFeg;(A) Py\r- Ist u € I, so ist nach obigem F, ¢ A und somit ist F, in
keiner Facette von A enthalten. Somit gilt F, N (F¢) # 0 fiir alle F € .% (A), d.h. u € Ppe fiir
alle F € #(A). Damit gilt also u € (pe 7 (a) P\ F-

Fiir die umgekehrte Inklusion sei u ¢ I. Nach obigem ist dann F;, € A und insbesondere
existiert eine Facette F' € .7 (A) mit F;, C F. Daraus folgt u ¢ Pre D (\pe 7 (a) Pu\r- O

Wir sind damit in der Lage die Primirzerlegung eines quadratfreien monomialen Ideals
mittels der Kenntnis des zugehdrigen Stanley-Reisner Komplexes zu berechnen. Insbesondere
ermoglicht uns dies auch die Berechnung der Hohe des Ideals 7. Es gilt I = min{|[n] — F| : F €
Z (A)}. Entsprechend gibt es jedoch auch eine Moglichkeit die minimale Primérzerlegung
eines Facetten-Ideals nur aus der Kenntnis des zugrunde liegenden simplizialen Komple-
xes zu berechnen. Wir nennen eine Teilmenge C C [n] eine Ecken—Uberdeckung von A, falls
jede Facette F € #(A) die Menge C nicht trivial schneidet, d.h. CNF # 0. Eine solche
Ecken-Uberdeckung C ist minimal, falls keine echte Teilmenge von C ebenfalls eine Ecken-
Uberdeckung von A ist.

Theorem 1.4.6. Seien Cy,...,C,, die minimalen Ecken-Uberdeckungen von A. Dann ist die
minimale Primdirzerlegung von I(A) gerade

KM:ﬁ%.
i=1
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2 Cohen-Macaulay Komplexe und
schalbare Komplexe

In diesem Kapitel werden wir bestimmte Klassen simplizialer Komplexe betrachten. Insbe-
sondere werden Cohen-Macaulay Komplexe und so genannte schilbare Komplexe eingefiihrt
und miteinander in Beziehung gesetzt.

Cohen-Macaulay Komplexe lassen sich auf verschiedene Arten definieren. Wir wéhlen in
dieser Vorlesung eine Charakterisierung mittels der Homologie eines simplizialen Komplexes.
Diese hat den Vorteil, dass sie zum einen in Anwendungen sehr hilfreich ist und zum anderen
direkt ersichtlich ist, dass es sich bei der Cohen-Macaulay-Eigenschaft um eine topologische
Eigenschaft handelt. Im nun folgenden ersten Abschnitt dieses Kapitels beginnen wir daher
mit einer Einfiihrung zu simplizialer Homologie.

2.1 Simpliziale Homologie

Die Resultate in diesem Abschnitt werden weitestgehend ohne Beweise angegeben, da sie
lediglich das notwendige Hintergrundwissen fiir die Arbeit mit simplizialer Homologie liefern
sollen.

Sei im folgenden A ein simplizialer Komplex auf der Eckenmenge [1] = {1,...,n} und sei
k ein Korper. Fir i € Z sei F;(A) die Menge der i-dimensionalen Seiten von A. Ferner sei
Ci(A;k) ein k-Vektorraum mit Basis {e5 : o € F;(A)}, d.h. die Basiselemente von C;(A;k)
entsprechen den i-dimensionalen Seiten von A.
Wir definieren die Randabbildung 9; : C;(A;k) — Ci—1(A;k) folgendermaBen: Fiir i € Z und
o={ji<...<jit1} € F(A) sei

i+1
dilea) =Y (=) eq\ -
=1

Isti < —1 oder i >n—1, so ist C;(A; k) = 0 und entsprechend auch d; = 0.

Definition 2.1.1. Der Kettenkomplex von A iiber k ist der Komplex %, (A;k):

0— A 0;_
0= Gt (Ask) 75 s Ciask) B Ciy(aik) 5 - B (Ask) 0.

Bemerkung 2.1.2. Man rechnet nach, dass der gerade definierte Komplex wirklich die de-
finierende Eigenschaft eines sog. Komplexes erfiillt, d.h. es gilt: d;_jod; =0 fiir 0 < i <

13



2 Cohen-Macaulay Komplexe und schilbare Komplexe

dimA + 1. Mit anderen Worten ist das Bild der i-ten Randabbildung im Kern der (i — 1)-ten
Randabbildung enthalten.

Definition 2.1.3. Fiiri € Z sei
H;(A;k) = Ker(d;) /Im(d;41).

Wir nennen H;(A;k) die i-te reduzierte Homologiegruppe von A iiber k. Elemente in Ker(;)
werden als i-Zykel, Elemente in Im(d;) als i-Réiinder bezeichnet.

Wir werden nun die Homologiegruppen fiir ein Beispiel explizit berechnen.

Beispiel 2.1.4. Sei A gegeben mit Facettenmenge .% (A) = {{1,2,3},{1,4},{2,4},{3,5},{6},{7}}.
Es gilt

F_i(A) = {0}

o(A) = {{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6},{7}}
Fi(A) ={{1,2},{1,3},{2,3},{1,4},{2,4},{3,5}}
R(A)={{1,2,3}}

>

Als Kettenkomplex erhalten wir

-1 -1 0 -1 0 0]

1 1 0 -1 0 -1 0

—1 o 1 1 0 o0 -1

1 0 0 0 1 1 0

0 0O 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0

0 L0 0 0 0 0 O] (NN U R I O A |
0—k kS K’ k—0

2 9 d

Die Abbildungen dy und d, haben beide Rang 1 und sind daher surjektiv bzw. injektiv. Damit
gilt Kerdy = k% und Imd, = k. Die Matrix d; hat Rang 4, woraus folgt, dass Kerd; =2 k°~* = k2
und Imd; = k*. Insgesamt erhalten wir damit: Ho(A;k) = k%% = k2, H;(A;k) = k*~' =k und
alle anderen Homologiegruppen verschwinden.

Prinzipiell kann man sich vorstellen, dass die i-te Homologiegruppe die Anzahl der i-
dimensionalen Sphédren (,,Locher) in einem Komplex zihlt. Ferner kann man zeigen, dass
die 0-te Homologiegruppe durch die Anzahl der Zusammenhangskomponenten bestimmt ist.
Homologiegruppen lassen sich nicht nur fiir simpliziale Komplexe definieren, sondern all-
gemeiner fiir einen beliebigen topologische Raum. Eine Moglichkeit dies zu tun, ist einen
topologischen Raum zu triangulieren und die Homologie des zur Triangulierung gehdrenden
simplizialen Komplexes zu berechnen. Dabei miissen Seiten von Simplizes nicht gerade sein,
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2.1 Simpliziale Homologie

sondern sie konnen durchaus ,,gebogen” sein. Wenn wir im folgenden von der Homologie
eines Raumes sprechen, meinen wir immer die Homologie, die sich mittels einer gewéhlten
Triangulierung berechnet. Wichtig und a priori nicht klar ist, dass die Homologie nicht von der
gewihlten Triangulierung abhéngt. Insbesondere bedeutet dies auch, dass simpliziale Komple-
xe mit homoemorphen geometrischen Realisierungen dieselbe Homologie haben, d.h. diese
héngt nur von der geometrischen Realisierung ab.

Fiir die Berechnung von Homologiegruppen kann es hilfreich sein den jeweiligen Raum erst
in geeigneter Art und Weise zu deformieren und mit Hilfe der Homologie des deformierten
Raumes die Homologie des Ausgangsraumes zu berechnen. Eine in Anwendungen besonders
wichtige Klasse von Deformationen, die die Homologie eines topologischen Raumes nicht
dndern, sind die folgenden.

Definition 2.1.5. Seien X,Y topologische Raume.

(i) Eine Homotopie ist eine Familie von Abbildungen f; : X — Y, 0 <t < 1, so dass die
Abbildung F : X x [0,1] = Y : (x,t) — F(x,7) = f;(x) stetig ist.

(ii) Zwei Abbildungen f,g: X — Y sind homotop, falls eine Homotopie f; : X —Y,0 <t <
1, existiert mit fo = f und f; = g. Man schreibt f ~ g.

(iii) Ein Deformationsretrakt von X zu einem Unterraum A C X ist eine ist eine Homotopie
fi:X—X,0<r<1,sodass fy = lx (die Identitit), f; (X) = A und f;|A = 1,.

(iv) Eine Abbildung f : X — Y heiit Homotopiediquivalenz, falls eine Abbildung g:Y —
X existiert, so dass fg ~ 1 und gf ~ 1. In diesem Fall heilen X und Y homoto-
piedquivalent bzw. man sagt, dass sie den selben Homotopietyp haben.

Anschaulich sind zwei Rdume homotopieaduivalent, falls sie sich auf stetige Art und Weise
in einander verformen lassen. Ist f; : X — X, 0 <r < 1, ein Deformationsretrakt von X zu
einem Unterraum A, so ist fi : X — A eine Homotopiedquivalenz. Wenn man g : A — X als
Inklusion wihlt, so gilt fig = 14 und gf; ~ 1x, wobei letztere Homotopie durch f; gegeben ist.
Die Resultate in diesem Abschnitt werden meist ohne Beweis angegeben, da wir sie lediglich
als Werkzeuge verwenden werden.

Satz 2.1.6. Sei A ein simplizialer Komplex mit Zusammenhangskomponenten Ay, . .., As. Dann
gilt Hy(Ask) = k" und Hi(A;k) = @'—o Hi(Aj3 k) fiir i > 1.

Satz 2.1.7. Sind A und T simpliziale Komplexe, so dass |A| und |T'| homotopieaguivalent sind,
so gilt H;(A; k) = H;(T; k) fiir alle i.

Topologische Raume, die uns hiufig begegnen sind solche, die homeomorph zu einem Ball
oder einer Sphére sind. Fiirn € Nund n > 1, sei

B"={xeR": |x|| <1}
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2 Cohen-Macaulay Komplexe und schilbare Komplexe

der n-dimensionale Einheitsball im R" und sei

Sl ={xeR" : |x]| =1}
die (n — 1)-dimensionale Einheitssphére im R"+1,
Satz 2.1.8. Sei A ein simplizialer Komplex.

(i) Ist |A| homotopiediquivalent zu S", so gilt

k, fallsi=n
0, sonst

Hi(Ask) = {

(ii) Ist |A| homotopiedquivalent zu B", so gilt Hi(A;k) = 0 fiir alle i.

Die Konsequenzen obigen Satzes gelten insbesondere, wenn sich die geometrische Reali-
sierung eines simplizialen Komplexes zu einer Sphire oder einem Ball retrahieren ldsst bzw.
homeomorph dazu ist.

Bemerkung 2.1.9. Ein topologischer Raum X, der den Homotopietyp eines Punktes hat, heift
X zusammenziehbar. Anschaulich bedeutet dies, dass X sich auf stetige Art und Weise zu ei-
nem Punkt kontrahieren lidsst. Insbesondere ist jeder Ball zusammenziehbar. Satz 2.1.7 im-
pliziert damit auch, dass die Homologiegruppen eines aus einem einzigen Punkt bestehenden
simplizialen Komplexes trivial sind. Der vorige Satz impliziert damit auch, dass die geome-
trische Realisierung eines (d — 1)-Simplexes zusammenziehbar ist. Eine dquivalente Charak-
terisierung ist die, das die Identititsabbildung auf X homotop zu einer konstanten Abbildung
ist.

Um zu zeigen, dass ein topologischer Raum homotopiedquivalent zu einem anderen (leich-
ter verstindlichen) ist, kann es hilfreich sein, zunichst einen zusammenziehbaren Unterraum
zu identifizieren und dann den sich daraus ergebenden Quotientenraum zu betrachten. Oft-
mals lédsst sich der Homotopietyp dieses Quotienten leichter bestimmen. Unter bestimmten
Voraussetzungen hat der Ausgangsraum zudem den selben Homotopietyp wie der Quotient.

Definition 2.1.10. (i) Sei X ein topologischer Raum und sei A C X. Wir definieren die
Aquivalenzrelation ~ durch x ~ y, genau dann wenn x = y oder x,y € A. Der sog.
Quotienten- oder Identifikationsraum von X bzgl. A ist die Menge der Aquivanlenzklassen
bzgl. der Aquivalenzrelation ~.

(i) Gegeben topologische Rdume X, mit Basispunkten x, definiert man die Einpunkt-
Verbindung \/ X, der Rdume X, als Quotient der disjunkten Vereinigung | J, Xo/{xa : @},
der durch Identifizierung der Punkte x, erhalten wird.

Anschaulich werden bei der Bildung eines Quotientenraumes gewisse Punkte in einem to-
pologischen Raum miteinander identifiziert. Beispielsweise ist S! V' S! homeomorph zu den
Konturen einer 8.

Ein in Anwendungen sehr hilfreiches Resultat ist das folgende.
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2.2 Die Cohen-Macaulay Eigenschaft

Theorem 2.1.11. Sei A ein simplizialer Komplex, dessen geometrische Realisierung homoto-
piedquivalent zu einer Einpunkt-Verbindung von Sphdren ist mit r; Sphéiren der Dimension i.
Dann gilt fiir alle 0 < i < dimA B

H,(A,k) = kri

Eines der Resultate, die wir hiufig verwenden werden, ist das folgende.

Satz 2.1.12. Sei A ein simplizialer Komplex und sei I ein Unterkomplex von A, dessen geome-
trische Realisierung zusammenziehbar ist. Dann sind |A| und |A|/|T| homotopiedquivalent.

Ist der betrachtete Unterkomplex nicht zusammenziehbar, so ist die Situation meist etwas
komplizierter, in einfachen Féllen konnen wir dennoch etwas aussagen.

Satz 2.1.13. Der Quotient B" /S"~! ist homotopiedquivalent zu S".

Anschaulich besagt der vorhergehende Satz, wenn wir die Punkte im Rand eines n-dimensionalen
Balles identifizieren, erhalten wir eine n-dimensionale Sphére. Beispielsweise erhalten wir ei-
ne 2-Sphire (d.h. den Rand einer Weltkugel), wenn wir die Punkte im Rand einer Scheibe zu
einem Punkt verkleben.

2.2 Die Cohen-Macaulay Eigenschaft

Ziel dieses Abschnitts ist die Cohen-Macaulay Eigenschaft eines simplizialen Komplexes ein-
zufithren und zu verstehen. In spiteren Kapiteln werden wir herausarbeiten, warum Cohen-
Macaulay Komplexe eine besonders wichtige Klasse simplizialer Komplexe darstellen. Klas-
sisch ist die Cohen-Macaulay Eigenschaft zunéchst fiir Ringe und Moduln definiert. Entspre-
chend nennt man einen simplizialen Komplex Cohen-Macaulay iiber k, falls der Stanley-
Reisner Ring diese Eigenschaft hat. Fiir praktische Anwendungen ist eine dquivalente De-
finition mittels der simplizialen Homologie des simplizialen Komplexes, sowie gewisser Un-
terkomplexe héufig jedoch giinstiger.

Definition 2.2.1. Sei A ein simplizialer Komplex auf der Eckenmenge [n].
(i) A heif3t rein, falls alle Facetten die selbe Dimension haben.

(ii) Fiir eine Seite F' € A definieren wir
ka(F)={G€eA : FUGEA FNG=0}
und nennen diesen simplizialen Komplex den Link von F in A.

Man kann leicht zeigen, dass lka(F) in der Tat wieder ein simplizialer Komplex ist. Der
Link einer Facette ist immer der simpliziale Komplex, der die leere Seite enthélt. Der Link
der leeren Menge ist immer der gesamte simpliziale Komplex A. Wir geben nun noch einige
Beispiele an.
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2 Cohen-Macaulay Komplexe und schilbare Komplexe

Beispiel 2.2.2. Wir betrachten wieder den simplizialen Komplex aus Beispiel 1.3.2 (i). Wir
erhalten folgende Links:

Ika(0) = A

la({1}) = {{2,3}, {4}, {2}, {3}, {4}.0}
lka({2}) = {{1,3},{1},{3},0}
lka({3}) = {{1,2},{1},{2},0}
Ika({4}) = {{1},0}

ka({1,2}) = {{3},0}

ka({1,3}) = {{2},0}

Ika({2,3}) = {{1},0}

Ika({1,4}) = {0}

ka({1,2,3}) = {0}.

Die Definition fiir Cohen-Macaulayness, die wir verwenden werden, ist nun die folgende.

Definition 2.2.3 (Reisner Kriterium). Sei A ein reiner (~d — 1)-dimensionaler simplizialer
Komplex. Wir nennen A Cohen-Macaulay iber k, falls H;(Ika(F);k) = 0 fiir alle 0 < i <
dimlka(F) und alle F € A.

Anschaulich besagt die Cohen-Macaulay Eigenschaft fiir einen simplizialen Komplex A,
dass A, sowohl global als auch lokal die Homologie einer Einpunkt-Verbindung von Sphiren
(der entsprechenden Dimension) hat oder zusammenziehbar ist. Wir betrachten nun noch ein
paar Beispiele.

Beispiel 2.2.4. (i) Sei A der simpliziale Komplex auf der Eckenmenge [5] mit Facetten-

(i)

(iii)
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menge .7 (A) = {{1,2,3},{3,4,5}}. Dann ist # (Ika({3}) = {{1,2},{4,5}} und da-
mit unzusammenhingend. Aus Satz 2.1.6 folgt dann aber Hy(lka({3});k) = k. Wegen
dimlka({3}) = 1 > 0 kann A dann aber nicht Cohen-Macaulay sein.

Sei A der simpliziale Komplex auf der Eckenmenge [6] mit Facettenmenge .7 (A) =
{{1,2,4},{2,3,5},{1,3,6} }. Wir kénnen die geometrische Realisierung von A durch
,,zusammendriicken“ zu dem Rand eines Dreiecks retrahieren, welchgs wiederum ho-
meomorph zu einer S! ist. Aus Satz 2.1.7 und Satz 2.1.8 folgt damit H (A;k) = k und
wegen dimA = 2 kann A damit nicht Cohen-Macaulay sein.

Sei A der simpliziale Komplex aus (ii), aber noch mit einer zusétzlichen Facette {1,2,3}.
In diesem Fall ist A homeomorph zu B? und hat nach Satz 2.1.7 und Satz 2.1.8 triviale
Homologie. Die Links der Ecken 4,5 und 6 sind jeweils einzelne Kanten, die Links der
Ecken 1,2 und und 3 bestehen aus je drei zusammenhéngenden Kanten. Sowohl einzel-
ne als auch mehrere zusammenhingende Kanten sind jedoch homeomorph zu B! und
Satz 2.1.7 und Satz 2.1.8 implizieren damit, dass die Homologie der Links der Ecken
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trivial ist. Bei den Links der Kanten handelt es sich um O-dimensionale simpliziale Kom-
plexe. Letztere konnen aber nur in Dimension O nicht-triviale Homologiegruppen haben.
Insgesamt folgt damit, dass der betrachtete simpliziale Komplex Cohen-Macaulay ist.

Im folgenden wollen wir noch O-dimensionale und 1-dimensionale simpliziale Komplexe
charakterisieren.

Satz 2.2.5. (i) Jeder O-dimensionale simpliziale Komplex ist Cohen-Macaulay.

(ii) Ein 1-dimensionaler simplizialer Komplex ist genau dann Cohen-Macaulay, wenn er
zusammenhdngend ist.

Beweis. Beweis von (i): Ist A O-dimensional, so besteht A nur aus Ecken. Ohne Einschrinkung
habe A die Eckenmenge [n]. Der Link jeder Ecke ist der simpliziale Komplex, der die leere
Menge enthilt, ist also —1-dimensional und es ist nichts zu zeigen. Es ist ferner lkp ({0}) = A
und wegen dimA = 0 ist auch in diesem Fall nichts zu zeigen. Insgesamt folgt, dass A Cohen-
Macaulay ist.

Beweis von (ii): Sei zundchst A ein 1-dimensionaler simplizialer Komplex, der Cohen-
Macaulay ist. Wire A nicht zusammenhéingend, so wiirde aus Satz 2.1.6 folgen, dass dimy Hy (Ask) >
1, insbesondere also I-IO (A;k) # 0 und dies stellt einen Widerspruch zum Reisner Kriterium
dar.

Sei nun umgekehrt A ein zusammenhédngender 1-dimensionaler simplizialer Komplex. Dann
folgt zunichst, dass A rein sein muss. Andernfalls gibe es mindestens eine Ecke und min-
destens eine Kante, die beide Facetten sind. Da solche Ecken isoliert sein miissen, wire A
nicht zusammenhéngend. Weiter folgt aus Satz 2.1.6, dass Hy (A;k) = 0 gilt. Damit ist wegen
dimA = 1 die Bedingung aus dem Reisner Kriterium fiir /' = 0 erfiillt. Ist ¥ € AmitdimF =1,
so ist Ika(F) = {0} und wie in (i) folgt, dass in diesem Fall die Bedingung aus dem Reisner
Kriterium erfiillt ist. Ist F € A eine Ecke, so besteht lka(F) aus einer Menge von Ecken und
wie in (i) folgt auch hier wieder, dass die Bedingung aus dem Reisner Kriterium erfiillt ist.
Insgesamt ist A also Cohen-Macaulay. O

Der erste Teil des Beweises von (ii) zeigt insbesondere folgendes Resultat.

Korollar 2.2.6. Sei A ein Cohen-Macaulay Komplex und dimA > 1. Dann ist A zusam-
menhdngend.

2.3 Schalbare simpliziale Komplexe

Das Ziel dieses Abschnitts ist es eine stiarkere Eigenschaft als die Cohen-Macaulay-Eigenschaft
einzufiihren, die lediglich von der Kombinatorik des jeweiligen simplizialen Komplexes abhingt
und nicht mehr von dem Korper k.

Wir bendtigen zunichst noch eine Notation. Gegeben seien Teilmengen Fy,...,F, C [n].
Dann schreiben wir (Fy, ..., F,) fiir den simplizialen Komplex mit Facettenmenge {F1,...,F,},
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2 Cohen-Macaulay Komplexe und schilbare Komplexe

d.h.
(F1,...,Fy) ={F Cn] : Esexistiertein 1 <i<m, sodass F C F;}.

Definition 2.3.1. Sei A ein reiner (d — 1)-dimensionaler simplizialer Komplex. A heiBt schdlbar,
falls es eine Ordnung der Facetten F,...,F, von A gibt, so dass die folgenden dquivalenten
Bedingungen gelten:

(i) DieMenge {F | F € (Fi,...,F;))\ (F1,...,Fi_1)} hat ein eindeutiges minimales Element
fiir alle 2 < i < m. Dieses Element wird als Einschrdankungsseite von F; bezeichnet
(geschrieben res(F)).

(i) (F;))N{F,...,Fi_1) istein (d —2)-dimensionaler reiner Unterkomplex von (F;) fiir 2 <
1< m.

(iii) Firalle 1 < j<i<mexistierteinve F;\ Fjundein 1 <k <i—1,sodass F; \ Fy = {v}.

Wir nennen eine Ordnung der Facetten mit den gegebenen Eigenschaften eine Schalordnung
von A.

Einerseits sind viele verschiedene Klassen simplizialer Komplexe schilbar und anderer-
seits haben schilbare Komplexe sehr schone Eigenschaften. Es folgt direkt aus der Definition
von Schilbarkeit, dass jeder simpliziale Komplex, der sich durch sukzessives Hinzufiigen von
Facetten in einer Schilung ergibt, erneut schilbar ist. Diese Eigenschaft ermdglicht es haufig
Aussagen iiber schilbare simpliziale Komplexe mittels Induktion zu beweisen. Wir werden im
Rest dieses Abschnitts zeigen, dass schilbare Komplexe Cohen-Macaulay iiber jedem Korper
k sind. Zunichst geben wir ein Beispiel fiir einen schilbaren simplizialen Komplex an.

Beispiel 2.3.2. (i) Sei A der simpliziale Komplex auf der Eckenmenge [5] mit Facetten
F={1,2,5}, /, :={2,3,5}, F5 := {3,4,5} und Fy := {1,4,5}. Dann ist A schilbar
und die Ordnung F1, F;, F3, Fy ist eine Schilordnung. Andererseits kann keine Schilordung
mit den Facetten Fi, F3 beginnen, da es beim Himzufiigen von F3 zwei minimale Seiten
gibt — die Ecken 3 und 4. In einer Schilordnung darf es nur eine solche Ecke geben.
Dies zeigt auch, dass der simpliziale Komplex (Fj, F3) nicht schilbar ist.

(i1) Sei A eine Triangulierung der projektiven Ebene. Dann kann man zeigen, dass A nicht
Cohen-Macaulay ist iiber k, falls k ein Korper der Charakteristik 2 ist. Wir werden sehen,
dass A dann nicht schilbar sein kann.

Beispiel 2.3.2 zeigt bereits, dass nicht jede Ordnung der Facetten eines schilbaren Komple-
xes eine Schilordnung liefert. Man sieht jedoch leicht, dass gewisse ,,Umordnungen* durch-
aus moglich sind.

Lemma 2.3.3. [Umordnungslemma] Sei A ein schélbarer simplizialer Komplex und sei Fy,. .., F,
eine Schiilordnung von A. Sei F;, ..., F;, die Umordnung dieser Ordnung, in der erst alle Fa-
cetten F mitres(F) # F in der induzierten Ordnung genommen werden und dann die restlichen
Facetten in beliebiger Ordnung hinzugefiigt werden. Dann ist F;,, ..., F;, eine Schilordnung
von A. Weiterhin hat jede Facette F in beiden Schilordnungen die selbe Einschrinkungsseite.
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2.3 Schilbare simpliziale Komplexe

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition von Schilbarkeit. O

Eine schone Eigenschaft schélbarer Komplexe ist beispielsweise, dass sich ihr h-Vektor
kombinatorisch interpretieren lésst.

Theorem 2.3.4. Sei A ein (d — 1)-dimensionaler schiilbarer simplizialer Komplex auf der
Eckenmenge [n] mit h-Vektor h® = (hl,h%, ... ,hﬁ). Sei F1,...,F, eine Schalordnung von A.
Setze res(Fy) = 0. Dann gilt

hi = |{j | [res(Fj)| = i}

fir0<i<d.

Wir verschieben den Beweis dieses Theorems auf ein spiteres Kapitel. Insbesondere zeigt
das obige Ergebnis, dass h-Vektoren schélbarer simplizialer Komplexe nur nicht negative Ein-
tridge besitzen.

Das Hauptergebnis dieses Abschnittes ist das folgende:

Theorem 2.3.5. Sei A ein schélbarer simplizialer Komplex. Dann ist A Cohen-Macaulay tiber
Jjedem Korper k.

Der Beweis hierzu wird in mehreren Schritten erfolgen. Wir zeigen zunichst, dass jeder
schélbare Komplex homotopieédquivalent zu einer Einpunkt-Verbindung von Sphiren ist und
im néchsten Schritt, dass der Link jeder Seite eines schilbaren Komplexes erneut schilbar
ist. Durch Anwendung von Theorem 2.1.11 folgt dann direkt mit der Definition von Cohen-
Macaulayness die Behauptung.

Theorem 2.3.6. Sei A ein (d — 1)-dimensionaler schilbarer simplizialer Komplex mit h-Vektor
W= (hé,hlA, e ,hﬁ_l,hﬁ). Dann ist A homotopiedquivalent zu einer Einpunkt-Verbindung
von hﬁ-vielen (d — 1)-dimensionalen Sphiiren. Insbesondere gilt

4 P
Bk = {k i fallsi=d—1
0, sonst.

Beweis. Fiir eine gegebene beliebige Schilordnung von A, sei I':={F € .#(A) : res(F)=F}
die Menge der Facetten mit maximaler Einschrinkungsseite und sei A=A \TI. GemiB Lem-
ma 2.3.3 ist die induzierte Ordnung der verbleibenden Facetten von A eine Schilordnung von
A. Bezeichne Fi,...,F, diese Schilordnung. Sei A; = (Fy,..., Fy) fiir 1 <k < m. Die Facette
Fj ist die einzige Facette in A}, die die Einschrinkungsseite res(Fy) von Fy enthilt und per
Konstruktion gilt res(F;) # Fi. Insbesondere sind auch alle Seiten, die res(Fj) enthalten, nur
in einer einzigen Facette in AZ enthalten, ndmlich in Fj. Daraus folgt, dass wir durch entfernen
eben solcher Seiten, d.h. res(Fj) und aller Seiten, die res(F;) enthalten, |Af| zu |A;_,| retra-
hieren konnen, d.h. [A;_,| und |A}| sind homotopiedquivalent. (In der Tat ist |A;_,| sogar ein
Deformationsretrakt von |Af|.) Durch Iteration von diesem Prozess folgt schlieBlich, dass |A*|
homotopieaquivalent zu |A}| ist. Da |A}]| als (d — 1)-Simplex homeomorph zu einem Ball ist,
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2 Cohen-Macaulay Komplexe und schilbare Komplexe

folgt aus Satz 2.1.7 und Bemerkung 2.1.9, dass |A*| zusammenziehbar ist. Wegen Satz 2.1.12
kénnen wir weiter schlieBen, dass |A|/|A*| und |A| homotopiedquivalent sind. Wenn wir |A|
aus |A*| gemdB der betrachteten Schilordnung konstruieren, wird in jedem Schritt ein Sim-
plex aus I" hinzugefiigt, dessen gesamter Rand bereits vorhanden ist (da res(F) = F fiir alle
F €T). Bei Kontraktion von A* wird der Rand jedes F' € I also zu einem einzigen Punkt iden-
tifiziert, so dass wir wegen Satz 2.1.13 in der geometrischen Realisierung |A| fiir jedes F € T’
eine (d — 1)-Sphire erhalten. Ferner sind diese Sphiren in einem ausgezeichneten Punkt, der
ein Reprisentant von |A*|/|A*| ist, miteinander verklebt. Aufierhalb dieses Punktes gibt es
jedoch keine Uberschneidungen zwischen den Sphiren. Dies zeigt schlieBlich, dass |A| homo-
topiedquivalent zu einer Einpunkt-Verbindung von |T'|-vielen (d — 1)-dimensionalen Sphéren
ist. Aus Theorem 2.3.4 konnen wir folgern, dass |I'| = hy. Der letzte Teil des Theorems folgt
aus Theorem 2.1.11. O

Wie bereits erwihnt, benétigen wir weiterhin, dass Links von Seiten schilbarer Komplexe
erneut schélbar sind.

Lemma 2.3.7. Sei A ein schélbarer simplizialer Komplex. Dann ist fiir jede Seite F' € A der
Link Ika(F) schiilbar.

Beweis. Sei F € A. Wir bemerken zuichst, dass Ik (F') ein reiner (d — 1 — |F|)-dimensionaler
simplizialer Komplex ist. Sei Fq,. .., F; eine Schilordnung von A. Seien weiter Gy, ..., G, die
Facetten von A, die F enthalten und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien sie der Rei-
henfolge geordnet, wie sie in der Schilordnung Fi,...,F, auftreten. Wir zeigen nun, dass
G\ F,...,Gy \ F eine Schilordnung von lka(F) ist, indem wir Bedingung (ii) aus 2.3.1
tiberpriifen. Offensichtlich gilt G; \ F € Ika(F). Sei 2 < i < m. Wir miissen zeigen, dass
(GI\F,...,Gi1\F)N{G;\ F) ein reiner (dimlka(F)— 1) = (d —2 — |F|)-dimensionaler Un-
terkomplex von (G;\ F ist. Angenommen es existiert eine Facette H von (G \ F,...,Gi_1 \
FYN{(G;\ F) mit dimH < d —2— |F| . Dann ist HUF eine Facette in (Gy,...,Gi—1) N{G;)
der Dimension < d —2. Da Fy,. .., F, eine Schilordnung von A ist, existiert dann jedoch eine
Facette G D F, die in der Schilordnung vor G; auftritt und, so dass dim(GNG;) =d —2 und
GNG; 2 HUF. Insbesondere gilt also F C G und somit G € lka(F). Dies ergibt einen Wie-
derspruch und es folgt, dass jede Facette in (G \ F,...,G;—; \ F) N {G; \ F) die Dimension
d —2 — |F| haben muss. Dies zeigt, dass lka (F) schilbar ist. O

Wir kénnen schlielich den Beweis von Theorem 2.3.5 angeben.

Beweis von Theorem 2.3.5 Sei F € A. Wir miissen zeigen, dass H;(Iks (F);k) = O fiir alle
0 <i<dimlka(F). Ist F = 0, also lka(F) = A, so folgt die Behauptung direkt aus Theorem
2.3.6. Ist F # 0, so ist Ika(F) schilbar wegen Lemma 2.3.7 und Theorem 2.3.6 angewandt
auf Ika (F) liefert H;(Iks(F);k) = O fiir alle 0 < i < dimlka(F). Daraus folgt direkt, dass A
Cohen-Macaulay ist. O
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3 Hilbert-Funktionen und die
Theoreme von Kruskal-Katona und
Macaulay

Im Fokus dieses Kapitels steht die Charakterisierung der moglichen f-Vektoren simplizialer
Komplexe und noch allgemeiner von sog. Multikomplexen. Dies wird von den Theoremen
von Kruskal-Katona bzw. von Macaulay geleistet, die notwendige und hinreichende nume-
rische Bedingungen angeben, damit ein ganzzahliger Vektor der f-Vektor eines simplizialen
Komplexes bzw. eines Multikomplexes ist. Das Theorem von Macaulay liefert zusétzlich noch
eine Charakterisierung der - Vektoren Cohen-Macaulay simplizialer Komplexe.

3.1 f- und h-Vektoren und Hilbert-Reihen

Wir wiederholen zunéchst einige Definitionen.

Definition 3.1.1. Sei A ein (d — 1)-dimensionaler simplizialer Komplex. Dann setzen wir fiir
-1<i<d-1
fA=#{F cA : dimF =i}

und der Vektor f2 = (f2,,f5,....f2 ) heiBt f-Vektor von A.
Es gilt stets ffl = 1. Dieser Eintrag zihlt die leere Menge.

Beispiel 3.1.2.
(i) Der simpliziale Komplex A aus Beispiel 1.3.2 (i) hat den f-Vektor f* = (1,4,4,1).

(ii) Fiir den (d —1)-Simplex Ay gilt fA = (1._‘:1) fir -1 <i<d-1.
Unser Ziel wird es im folgenden sein, die Vektoren f = (f_1, fo,. .., fa_1) € N1 zu klas-
sifizieren, so dass ein simplizialer Komplex A existiert mit f* = f.

Beispiel 3.1.3. Wir betrachten f = (1,4,5,3). Ist A ein simplizialer mit 4 Ecken und 3 2-
dimensionalen Seiten, so ist leicht zu sehen, dass es 6 Kanten geben muss. Der angegebe-
ne Vektor f kann also kein f-Vektor eines simplizialen Komplexes sein. Ist hingegen f =
(1,4,6,3), so ldsst sich dies realisieren als f-Vektor des simplizialen Komplexes auf der
Eckenmenge [4] mit Facetten {1,2,3}, {1,2,4} und {1,3,4}.
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3 Hilbert-Funktionen und die Theoreme von Kruskal-Katona und Macaulay

Die Klassifizierung von f-Vektoren simplizialer Komplexe, wie sie durch den Satz von
Kruskal-Katona geliefert werden wird, hat auch noch eine algebraische Motivation.

Definition 3.1.4. Ist A ein simplizialer Komplex auf der Eckenmenge [n] und ist Ix C k[xp,...,X,]
das Stanley-Reisner Ideal von A, so nennen wir k[A] = k[x1,...,x,]/Is den Stanley-Reisner
Ring von A.

Es ist dann leicht zu sehen, dass der Stanley-Reisner Ring k[A] als k-Vektorraum von den
Restklassen der Monome x* fiir oo € N" und supp(a) = {i | @; # 0} € A minimal erzeugt wird.
Wir erhalten damit folgende Zerlegung:

:@Spank{xa : supp(a) € A, Z(Xj—l}

i>0

Im folgenden schreiben wir kurz k[A]; fiir Span, {x* : supp(a) € A, ¥j_, o; = i}, d.h. fiir
den k-Vektorraum, der von den Monomen x* in k[A] vom Grad i (d.h. ¥j_, o;; = i) erzeugt
wird.

Definition 3.1.5. Sei A ein simplizialer Komplex auf der Eckenmenge [n]. Dann heifit

Hilb(k[A],1) = Y dimy k[A];#'

i>0

die Hilbert-Reihe von k[A].

Bemerkung 3.1.6. Man kann zeigen (siche Ubungsaufgabe), dass

dimA tl+1

Hb (KAL) = 3 7

i=—1
gilt.

Eine Charakterisierung der moglichen f-Vektoren simplizialer Komplexe liefert uns damit
auch eine Charakterisierung der Hilbert-Reihen von Stanley-Reisner Ringen, die auftreten
konnen. Ist A ein (d — 1)-dimensionaler simplizialer Komplex auf der Eckenmenge [n], so
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3.2 Der Satz von Kruskal-Katona

konnen wir die Hilbert-Reihe noch etwas umschreiben. Es gilt

tH—l

Z f 1+1

i=—1
d—1 A tz+l (l_t)dfi—l

L ST (e

i=—1

Hilb(k[A], 1)

tlJrl(l t)d i—1

:lglfl - )

d-1 d—i-1 d—i-1
_Zi=—1fiA[[+IZm=IO (71)111( nl1 )tm

(1—1)d
D Sl G D L ol G P
- (1—1)d
D) Y G Ve i o)
(1 —1)d
B quzo( :'1:—11(_1)’"_[_1 iA(jzj:ll))tm
- (1—1)d
Zm O(Z ( )m lfA (:111 ll))
(1—1)d

Wir erinnern uns an die Definition des /- Vektors, der gegeben war durch

-peorn (1))

Damit folgt dann direkt, dass die Hilbert-Reihe von k[A] gegeben ist durch
RS+ hit + -+ hed
(1=1) '

Im folgenden Abschnitt werden wir einige technische Hilfsmittel zusammenstellen, die wir
fiir den Beweis des Satzes von Kruskal-Katona benétigen werden.

Hilb(k[A],f) =

3.2 Der Satz von Kruskal-Katona

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des Satzes von Kruskal-Katona, der eine Klassifikation
der f-Vektoren simplizialer Komplexe liefert. Um dieses Ziel zu erreichen, bendtigen wir
zuerst einige Vorbereitungen.
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3 Hilbert-Funktionen und die Theoreme von Kruskal-Katona und Macaulay

Definition 3.2.1. (i) Fiir0 <i<nbezeichne ([’;]) die Menge der i-elementigen Teilmengen
von [n], d.h.
C’Z]) —{AC[] : |A| =1,
(i1) Fiir zwei Mengen A, B C N heilit die Menge
AAB = (A\B)U(B\A)
die symmetrische Differenz von A und B.

(iii) Man definiert eine Ordnungsrelation auf den Teilmengen von N derart, dass fiir Mengen
A,B C Ngilt
A <s B << A = B oder max(AAB) € B.

Die Ordnungsrelation <g wird als squashed Ordnung bezeichnet.

Ublicherweise werden wir die soeben definierte squashed Ordnung vor allem dazu verwen-
den Mengen gleicher Kardinalitét zu vergleichen.

Beispiel 3.2.2. Wir betrachten die Menge der 3-elementigen Teilmengen von [5]. In der squas-
hed Ordnung sind diese folgendermalen geordnet:

{152a3} <s {17274} <s {1a3a4} <s {2?354} <s {17275}
<s {17375} <s {27335} <s {17475} <s {27475} <s {3a475}

Die nédchste Bemerkung macht deutlich wie sich Mengen in der squashed Ordnung zu ein-
ander verhalten.

Bemerkung 3.2.3. Sei A € () und sei B € (") mit n+ 1 € B. Dann gilt A <g B in der
squashed Ordnung. In der Tat ist n+ 1 € AAB und insbesondere das grofte Element dieser
Menge. Da aber auch n+ 1 € B gilt, folgt die Behauptung.

Wir werden uns nun mit der folgenden Frage beschiftigen:

Frage 3.24. Sei 1 < j < (’:) Welche Menge aus (['l.’]) ist das j-te Element in der squashed
Ordnung?

Um obige Frage zu beantworten, bendtigen wir zunéchst die Definition der sog. /-Binomialdarstellung
einer Zahl m € N.

Definition 3.2.5. Seien m,[ > 1 natiirliche Zahlen. Eine [-Binomialdarstellung von m ist eine
Folgea; > ... >a; > j > 1, so dass

=)+t (V).
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3.2 Der Satz von Kruskal-Katona

Es ist a priori weder klar, ob jede Zahl m > [ eine [-Binomialdarstellung besitzt, noch ob
diese eindeutig ist oder nicht. Wir werden jedoch sehen, dass dies in der Tat der Fall ist.

Beispiel 3.2.6.

(1) Sei m =28 und [/ = 4. Wir bestimmen eine 4-Binomialdarstellung von 28. Es gilt

=)+ ()+ ()

dh.as=6,a3=5,a,=3und j=2.

(i) Sei m =24 und !/ = 4. Als 4-Binomialdarstellung von 29 erhalten wir

6 5 3 1
m=(8)+()+()+()-=
Also.as =6,a3=5,ap=3,a1=1und j=1.

Satz 3.2.7 (Existenz und Eindeutigkeit von /-Binomialdarstellungen). Seien m,l > 1 natiirliche
Zahlen. Dann gibt es eine eindeutige [-Binomialdarstellung von m, d.h. es existieren eindeutig
bestimmte natiirliche Zahlen a; > ... > aj > j > 1, so dass

(1) (1) ()

Beweis. Wir zeigen zunichst die Existenz einer /-Binomialdarstellung. Im ersten Schritt wihlen
wir a; maximal, so dass m > (‘;’) gilt. Im zweiten Schritt wird a;_; = max{s : (151) <
m— (“Z’)} gewihlt. Entsprechend setzt man im (r + 1)-ten Schritt, wenn a;,a;_1,...,a;_,11
i 3 — . s ] aj—| 41 :
bereits gewihlt wurden, a;_, = max{s : (l_r)' <m- (1) —(7=1) —-.- = ({11) ) Dieses
Verfahren wird so lange fortgesetzt bis es abbricht. Dies ist spitestens der Fall, wenn a; be-

stimmt werden soll, da man a; = m — (”II ) — (‘;’:1‘) — = (”22) setzen kann und dann

()

gilt. Es bleibt zu zeigen, dass die angegebene Konstruktion die Voraussetzungen a; > a;_1 >
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3 Hilbert-Funktionen und die Theoreme von Kruskal-Katona und Macaulay

.. >a; > j erfiillt. Angenommen es existiert ein r mit @, < a,_1. Dann gilt

Dies liefert direkt einen Widerspruch dazu, dass a, maximal gewéhlt war.
Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seiena; >a;—1 > ... >a; > j>1lund b; > b;_| >

...>bg>s>1mit
; b b
Dt (V) =m= (") (7).
l j [ s

Wir zeigen die Eindeutigkeit mittels Induktion iiber /. Fiir / = 1 folgt direkt a; = m = by und
damit die Eindeutigkeit. Sei also / > 2. Wir unterscheiden nun zwei Fille.

Fall 1: Sei a; = b;. In diesem Fall folgt, dass (71:11) +...+ (“jf) und (1;’:11) +...+ (bj) (I-1)-
Binomialdarstellungen von m — (/) sind. Per Induktion folgt dann j = s und a;_; = b;_y....,
aj = b; und damit die Eindeutigkeit.

Fall 2: Sei a = b,. Es gilt

()0
l J
-1 —(—j
< a I a N ai (' J)
l -1 Jj
ap a—1 a—[1+1
<
() () ()
wobei die erste Ungleichung gilt wegen a; < a; — (I — i) fiir j < i <[ — 1. Fiir die zweite

Ungleichung wurden lediglich zusitzliche nicht-negative Terme addiert. Aus der Binomia-
lidentitt (}) + ({-1) +...+ ("y¥) = ("L"), angewandt auf den letzten Ausdruck in obiger

Ungleichungskette folgt
1
m< (‘”7 ) —1 G.1)
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3.2 Der Satz von Kruskal-Katona

Da a; # b; nach Voraussetzung konnen wir annehmen, dass a; < by gilt, d.h. @; + 1 < b;. Nach
Voraussetzung und wegen Gleichung (3.1) gilt

(D)o ()-nsl) =)

wobei die letzte Ungleichung aus a; + 1 < b; folgt. Damit ergibt sich

b1 by
< —1.

Dies ist offensichtlich ein Widerspruch und damit muss b; = a; gelten. Die Behauptung folgt
schlie8lich aus Fall 1. O

Satz 3.2.8. Seien m,i > 1 und sei

m— () " (;’f—;) et (";)

die i-Binomialdarstellung von m. Dann ist
{ai+17ai_1 +1,...,aj41+1,a5,a;— 1,...7aj—j+1}

das m-te Element in der squashed Ordnung auf den i-elementigen Teilmengen von N.

() () ()

die i-Binomialdarstellung von m. Wir beweisen die Aussage des Satzes per Induktion uber i.
Firi=1istm= (';’) und {m} ist offensichtlich das m-te Element in der squashed Ordnung
auf den 1-elementigen Teilmengen von N. Sei nun i > 2. Wir unterscheiden zwei Fille.

Fall 1: m = (‘i') In diesem Fall ist das m-te Element in der squashed Ordnung auf den i-

Beweis. Sei

elementigen Teilmengen von N das grofite Element in der squashed Ordnung auf ([al.i]) . Dieses
ist offensichtlich {a;,a; — 1,...,a; — (i — 1) }. Dies zeigt die Behauptung in diesem Fall.
Fall 2: Sei nun m > (/). Nach Konstruktion der i-Binomialdarstellung folgt dann direkt

1) )

“) Mengen in der squashed Ordnung auf den i-elementigen Teilmengen von N sind

Die ersten (*

die Mengen ([“I.i]). Die Mengen an den folgenden Positionen von (“l') + 1 bis (“"iﬂ) sind die
Mengen in ([“’T”) \ ([“I."]). Da (%) > m > (%) ist die m-te Menge in der squashed Ordnung
gerade die (m — (“l."))—te Menge dieser Mengen. Insbesondere enthilt sie das Element a; + 1.
Genauer ergibt sie sich als Vereinigung der m — (‘jl )—ten Menge in der squashed Ordnung auf
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i—

(141) mit der Menge {a; +1}. Danun (%) +...+ (/) die (i — 1)-Binomialdarstellung von
m— (al’ ) ist, folgt per Induktion, dass die Menge

{a,;l +1,...,aj+| +1,aj,aj— 1,...,aj—j—|—1}

das (m — (/))-te Element in der squashed Ordnung auf den (i — 1)-elementigen Teilmengen
von N ist. Daraus folgt, dass

{aH— Lai1+1,...;aj.1+1a;,a;—1,...,a;— j+ 1}
das m-te Element in der squashed Ordnung auf den i-elementigen Teilmengen von N ist. [

Wir betrachten nun zunichst ein Beispiel zu obigem Satz.

Beispiel 3.2.9. (i) Wir hatten bereits gesehen, dass

5+ () ()=

die 4-Binomialdarstellung von 28 ist (vergleiche Beispiel 3.2.6 (i)). Aus Satz 3.2.8 folgt
dann, dass {6+1,5+1,3,2} = {7,6,3,2} das 28-te Element in der squashed Ordnung
auf den 4-elementigen Teilmengen von N ist.

(i) In Beispiel 3.2.6 (ii) hatten wir gezeigt, dass

() ()+C)+()-=

die 4-Binomialdarstellung von 29 ist. Aus Satz 3.2.8 folgt direkt, dass {6+ 1,5+ 1,3+
1,1} ={7,6,4,1} das 29-te Element in der squashed Ordnung auf den 4-elementigen
Teilmengen von N ist.

Definition 3.2.10. Sei o/ C ([';]) eine Menge i-elementiger Teilmengen von [r]. Dann heifit

Ao = {Bec ( [”]1> . BC Cfiirein C € o/}

i—
unterer Schatten von <7 .
Beispiel 3.2.11. Sei i =4 und n = 6. Betrachte

of ={{1,3,4,5},{2,3,4,6},{1,3,4,6}}.
Dann ist

Ao ={{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5},{3,4,5},{2,3,4},{2,3,6},{2,4,6},{3,4,6},{1,3,6},{1,4,6}}.
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Im allgemeinen ist es schwierig die Kardinalitiit des unteren Schattens exakt zu bestimmen.

Satz 3.2.12. Sei m,i > 1 und sei

m— () " (f;;) - (”;f)

die i-Binomialdarstellung von m. Sei weiter </ die Menge der ersten m i-elementigen Teilmen-
gen in der squashed Ordnung auf N. Dann gilt

- a; ai—1 aj
wnar = (2 )+ (1) et ([2)):

Beweis. Fiir den Beweis des obigen Satzes iiberlegen wir uns, von welcher Form die ersten
m Mengen in der squashed Ordnung sind und welche bzw. wie viele (i — 1)-elementigen Teil-
mengen sie zu A</ beitragen.

Die ersten (“l' ) i-elementigen Mengen in der squashed Ordnung sind alle i-elementigen Teil-
mengen von [g;]. Da offensichtlich A([“lf’]) = (I.[f"]l) tragen diese () Mengen zu A</ bei. Nach
Satz 3.2.8 enthalten alle Elemente von <7 \ ([“l."]) die Zahl a; + 1. Nach Satz 3.2.8 ergeben sich
die Mengen an Position u fiir (%) <u < () + (§"}) als Vereinigung einer (i — 1)-elementigen
Teilmenge von [a;—1] mit dem Element g; + 1. Diese Mengen tragen zusitzlich die Vereini-
gung aller (i —2)-elementigen Teilmengen von [a;— ;] mit {a;+ 1} zu A</ bei. Dies sind gerade
(f’:zl) viele Mengen. Die gleiche Argumentation wie zuvor zeigt, dass fiir t > 2 die Mengen an
Positionen groBer als (%) + (7-1) +...4 ({]) und Kleiner gleich (4) + (5-1) +... 4 () die
Elemente a; + 1,a;_1 +1,...,a:+1 + 1 enthalten und zusétzlich Vereinigungen von Mengen

aus (l[ﬂ) mit {a;+ 1,a;_1 +1,...,a,+1 + 1} zu A</ beitragen. Dies zeigt
a; a;—1 aj
#AA = .
() () e ()

Beispiel 3.2.13. Betrachte i = 3 und m = 7. Die 3-Binomialdarstellung von 7 ist

-()-)

Damit ist nach Satz 3.2.8 das 7-te Element in der squashed Ordnung auf den 3-elementigen
Teilmengen {4+ 1,3,2} = {2,3,5}. </ enthalte die ersten 7 Elemente in der squashed Ord-
nung auf den 3-elementigen Teilmengen, d.h.

o ={{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,5},{1,3,5},{2,3,5} }.
Dann ist

Ao/ = {{1,2},{1,3},{2,3},{1,4},{2,4},{3.4},{1,5},{2,5}.{3,5}}.
Esist#A/ =9=(;* )+ (,>,) =6+3.
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Fiir allgemeine Mengensysteme .o/ C ([ ]) lasst sich zumindest eine untere Schranke fiir die
Kardinalitit des unteren Schattens A</ angeben. Dies liefert die folgende Version des Satzes
von Kruskal-Katona.

Theorem 3.2.14 (Kruskal-Katona, 1. Version). Seii > 1 und sei 0 # o/ C ([?}). Seim=+#o

und sei
<a'i) (fli_l ) o (a.j)
i i—1 j

die i-Binomialdarstellung von m. Dann gilt

a; a;—1 aj
> .
#Ad<i—1>+<i—2>+ +<j—1)

Beispiel 3.2.15. Sei i =3 und m = 2. Dann enthilt &/ = {{1,2,3},{1,2,4}} die ersten bei-

den Mengen in der squashed Ordnung auf 3-elementigen Teilmengen von N. Es ist A&/ =
{{1,2},{1,3},{2,3},{1,4},{2,4}} und gemiB Satz 3.2.8 ist#AoZ =5 = ( )+ (%)

Sei andererseits 8 = {{1,2,3},{3,4,5}}. Dannist A% = {{1,2},{1,3},{2,3},{3,4},{3,5},{4,5}}
und #% =6 > 5.

Der Beweis des Satzes von Kruskal-Katona benétigt noch einige Vorbereitungen (siehe die
folgenden zwei Lemmata).

Lemma 3.2.16. Sei o7 C (['Z]) und sei 1 < j < n. Wir definieren fiir A € of

J A sonst

ss.zf(m{(f‘\{f}w{l} fiir j € AL €A A\ LD U{1} ¢

und
Si(e)={S7(A) : Ac o}

Dann gilt AS;(</) C S;(A<Z). Insbesondere #AS (o7 ) < #Ad .

Beweis. Um die Inklusion AS;(.e/) C S;(A</) zu zeigen, miissen wir zeigen, dass fiir A € </
gilt AS;‘{ (A) C S;(Ae/). Sei also A € o7. Wir unterscheiden zwei Fiille.

Fall 1: 5 (A) = A

Sei B € AS‘]‘?{(A). Dann ist nach Voraussetzung B € AA und es existiert ein 1 < i < n mit
A =BU/{i}. Um zu zeigen, dass B € S;(A<7) gilt, zeigen wir, dass SJA.“?{(B) = B gilt. Wir be-
weisen dies mittels Fallunterscheidung.

Fall 1 (a): i = j. Dann ist j ¢ B und damit per Definition Sf“‘{ (B) =B.

Fall 1 (b): i=1und j € B. In diesem Fall ist (B\ {j})U{1} =A\ {j} € A</ und per Defini-
tion gilt dann Sj‘-y/ (B) =B.

Fall 1 (c):i=1und j ¢ B. In diesem Fall gilt per Definition des Shift-Operators S]Af‘f (B) =B.
Fall 1 (d): i # 1 und i # j. S (B) # B kann nur gelten, wenn j € Bund 1 ¢ B. DaA = BU{i}
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3.2 Der Satz von Kruskal-Katona

gilt dann aber auch j € Aund 1 ¢ A. Wegen Sj?f (A) = A muss dann aber gelten A\ {j}U{1} €
&/ . Dann gilt jedoch auch B\ {j} U{1} € A/, woraus folgt SJA”‘“{ (B) =B.

Da B € A</ und S5 (B) = B folgt schlieBlich B € S;(A<7).

Fall 2: 57/ (A) # A

In diesem Fall gilt j € A, 1 ¢ A, (A\ {j})U{1} ¢ & und Sfj(A) = (A\{j}H U{1}. Sei
B € AS;(A). Emeut unterscheiden wir nun zwei Fille.

Fall 2 (a): 1 ¢ B.Indiesem Fall ist B=A\ {j} und es gilt SJAW(B) =B.DaauchBc AAC A
gilt, folgt B € Sj(A</).

Fall 2 (b): 1 € B. Setze B* = (B\ {1})U{,j}. Es gilt B* C A und damit B* € A</ . Ist B ¢ A<, s0
gilt per Definition des Shift-Operators S;‘»'W (B*) = Bund wegen B* € Ao/ folgt B € S;(Ae).
Ist B € Agf, so gilt, wegen j ¢ B, S;‘-”‘Z{ (B) = B und somit B € §;(Ad/).

Es gilt also AS;(.e/') C S;(A<7) und daraus folgt direkt #AS;(«7) < #S;(A</). Da nach Defi-
nition des Shift-Operators aber auch #S;(.«/) = #.¢7 gilt, folgt

#ASj () <#Sj(A) = #ASS
und damit die Aussage des letzten Teils des Lemmas. O
Beispiel 3.2.17. Seii =3, n=>5und sei & = {{1,2,4},{2,3,4},{2,3,5}}. Beispielsweise

gilt S7({1,2,4}) = {1,2,4}, 87({2,3,5}) = {1,2,5}, 5 ({2,3,4}) = {2,3,4} und 7 ({2,3,4}) =
{2,3,4},da {1,2,4} € o/ Ferner erhalten wird

SS(M) = {SS({17274})755({273’4})735({27375})}
={{1,2,4},{2,3,4},{1,2,3}}

und
ASs(o) = {{1,2},{1,4},{2,4},{2,3},{3,4},{1,3}}
Weiter ist
Ao = {{1,2},{1,4},{2,4},{2,3},{3,4},{2,5},{3,5}}
und

SS(AM) = {{1’2}a{174}7{234}7{2';3}7{3’4}a{275},{173}}'
Insbesondere gilt also ASs5(«7) C Ss5(A%).

Lemma 3.2.18. Sei o C (") mit S;(<) = o fiir2 < j <n. Sei

do={Aco : 1¢A} und
o ={A\{1} : Ae o, 1 €A}

Dann gilt Aty C o7y und insbesondere #27, > #A.<.
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Beweis. Sei A € Adf). Dann existiert ein 2 < i < n mit AU {i} € . Es gilt S (AU {i}) =
AU{1} € S;(«7) und wegen S;(«/) = </ nach Voraussetzung folgt AU{1} € &7. Insbesondere
folgt A € . Es gilt also Aty C o7) und damit auch #.o7] > #A%). O

Beispiel 3.2.19. Betrachte 3-elementige Teilmengen von [5]. Sei
o = {{17273}7{17274}7{17374}7{27374}7{1a275}}-

Es gilt §;(«/) = & fiir 2 < j < 5. Weiter ist % = {{2,3,4}} und entsprechend Acf =
{{2,3},{2,4},{3,4}}. Zusitzlich gilt &/} = {{2,3},{2,4},{3,4},{2,5}} und es gilt #.27] =
4 >3 =#A.

Wir konnen schliefllich zu dem Beweis von Theorem 3.2.14 kommen.

Beweis von Theorem 3.2.14: Sei o/ C ([”]) gegeben und sei

i

s = () ()

die i-Binomialdarstellung von #.<7. Wir miissen zeigen, dass

BAT > (,“" >+...+(.“/ )
i—1 j—1

gilt. Fiir 2 < j < n gilt #5;(/) = #</ und, wegen Lemma 3.2.16, gilt #A.o/' > #AS (7).
Durch sukzessives Anwenden der Shift-Operatoren Sj-y erhalten wir eine Menge .<7* mit den
Eigenschaften, dass #.o/* = #47, S;(o/*) = &/* fiir 2 < j < n und nach Lemma 3.2.16 mit
#Ao/* <#Ao/. Da nach Konstruktion, #.47 = #.o7*, reicht es damit die Behauptung fiir o7* zu
zeigen. Wir konnen daher ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass S;(./) = &/
fir 2 < j <ngilt.

Der Beweis ist mittels Induktion iiber i. Induktionsanfang: Sei i = 1. In diesem Fall ist .o¥ C
(") und es gilt #47 = m = (). Offensichtlich ist A/ = {0}, also #A</ =1 > () = 1 und
die Behauptung gilt in diesem Fall.

Induktionsschritt: Sei i > 2. Wir zeigen die Behauptung im Induktionsschritt per Induktion
tiber n.

Sei im Induktionsanfang n = i. Dann ist &/ C ([é]) ={{1,...,i}}. Da & # 0 nach Vorausset-

zung, muss gelten 7 = {{1,...,i}} und #o/ =m =1 = (). Weiter ist A = (7)), woraus
folgt #Ao/ = (ijl) = i. Dies zeigt die Behauptung fiir n = i.
Im Induktionssschritt sei n > i+ 1. Wir konnen schreiben

o ={Aed : 1¢AlU{Aco : 1 €A}

und diese Vereinigung ist disjunkt. Da#{A € &7 : | cA} =#{A\{1} : Ae &, 1 €A} =#
folgt #.o7 = #.a/y + #., d.h.
#aty = #od —#a). (3.2)
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. i—1 j—1
Behauptung: #47 > (%)) +...+ <aj.!71 ).
Angenommen, es wiirde gelten

hat| < <Cz,i_l)+...+ <a_j_1>.
i—1 j—1
#oty = #o —H#A
() ()= () -+ (52)
> N+ +(7) )= } +o+
i J i—1 j—1
_ a; . a,-—l + + aj . Clj—l
i i—1 j j—1
<a,’—l) (aj— l>
= R S ).
! J
Da oy C ([”]\l.{l}) konnen wir die Induktionsvoraussetzung auf .o anwenden und es ergibt

sich | .
#AcH) > (a,i >+...+<a,j >
i—1 j—1

Aus Lemma 3.2.18 folgt wegen S;(«7) = &/ fiir 2 < j < n aber andererseits, dass

Dann folgt aus (3.2), dass

#at) > #Aa
>> (ai_1)+...+<a/_l>
=iz i—1
> #a,

wobei letzte Ungleichung per Annahme gilt. Wir erhalten somit einen Widerspruch und es
muss gelten

bt > ("_’ ) bt (“.f ) (3.3)
i—1 j—1
GemiB der Induktionsvoraussetzung fiir i, angewandt auf 7], folgt nun
BAA > (".’ > oot (a,’ > (3.4)
i—2 j—2

Wir zeigen nun folgende Abschitzung fiir #A.7:
#Aof > #ot) +H#AA .

Per Defintion gilt @] C Ae/. Sei nun A € Ae). Dann existiert ein 2 <! < nmit AU{l} € #.
Nach Definition von <7 gilt sogar AU{1,/} € o7 und damitist AU{1} € AeZ und AU{1} ¢
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. Offensichtlich ist die Abbildung, die A € A<#] das Element AU {1} zuordnet, injektiv von
A/ nach Ao/ \ 7). Zusammenfassend erhalten wir also

$ASS = o +#(AA \ )
> #o +#AH,.

Es folgt nun
#Aof > #of) +H#AA)
>(ai_l)+...+<aj_1>+<ai_l>+...+(aj_l)
—\i—1 j—1 i—2 j—2
(G5 G2)) () (52)
i—1 i—2 j—1 j—2
() (G0
i—1 j—1)’

wobei fiir die erste Ungleichung (3.3) und (3.4) verwendet wurden. Dies zeigt schlieBlich die
Behauptung. O
Wir kommen nun direkt zu einer ersten Folgerung des Satzes von Kruskal-Katona.

Korollar 3.2.20. Seien m,i > 1, o C (") mit m = #</ und

m:(if)+...+(‘y)

der i-Binomialdarstellung von m. Dann gilt

#{Ae([’:}> ;ﬂBe,@%mitAgB}ECi")_f_m_i_(. 4j )

j—=(i=r)
fiir 0 <r <i—1. Dabei ist (}) = 0 fiir k < 0.
Beweis. Es gilt
(Ae (M) . 3B € of mitA C B} = AA... Aol
r

_ A(ifr)ﬂ

BA > <,“f >+...+(.“f >
i—1 j—1

Wegen Theorem 3.2.14 gilt
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und iterative Anwendung liefert schlielich
A > (VY ).
“\r j— (i)

Als weitere direkte Konsequenz des Satzes von Kruskal-Katona erhalten wir den Satz von
Erdos-Ko-Rado.

Satz 3.2.21 (Erdos-Ko-Rado). Sei 1 < i < %n Sei o/ C ([’Z]), so dass fiir A,A' € of gilt:
ANA' # 0. Dann gilt #</ < (1~}).

Beweis. Sei .o/’ ={[n]\A : A € o&/'}. Wir beweisen die Aussage des Satzes per Widerspruchs-
annahme. Angenommen #g/ > (:l:ll ) Wegen #4/' = #.4/, gilt dann auch #o7/' > (';:11 ) =

("~1). Weiter ist &' C (") per Konstruktion und in der (n — i)-Binomialdarstellung hat #.7’

die Form
#ot' = <a”i’> +...+ (a,j>,
n—i Jj

wobei a,_; > n— 1 gilt. Aus Korollar 3.2.20 folgt dann

#{A e <['l,l]) . 3B € o/’ mitA C B} > (“l’) ot (j—(Zj—Zi)> > (”i1>.

Es gilt offenbar ./ U {A € ([';]) : 3Be &' mitAC B} C ([’i’]). Wir zeigen nun, dass

O

{Ae ([':]> :3Be &' mitACB}N =0
gilt. Angenommen der obige Schnitt wire nicht leer. Dann existiert ein
Ac{Ac <[’Z]) :3Be &' mitACB}N.
Es gilt also A € &/ und es muss ein C € &7 existieren mit A C [n] \ C. Insbesondere gilt dann

also ANC = 0. Dies liefert aber direkt einen Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes, so
dass

{Ae (M) :3Be &' mitACB}N =0
i
gelten muss. Daraus folgt nun

#({Ae <[’:]) :IBeo mitAQB}Ud)

—#{Ae ([’Z]> . 3B € o/ mitA C B} +#o/
()62 -0)
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Dies ergibt einen Widerspruch, da
{Ac (M) 3B o' mitACByUd/ C (W)
i i
gilt und damit hochstens (’l’) Elemente enthalten kann. O

Definition 3.2.22. (i) Fiir &/ C ([Vi’]) sei €' (&) die Menge der ersten #</ Mengen in der
squashed Ordnung auf ([7])'

(ii) Sei A ein simplizialer Komplex auf der Eckenmenge [1]. Wir setzen A; = {F € A : #F =
i} fiir 0 < i < dimA + 1. Dann definieren wir €'(A) = J25"! €'(A;) und nennen dies
die Kompression von A.

Beispiel 3.2.23. Sei A der simplizialer Komplex auf [5] mit den Facetten {1,2,3} und {1,4,5}.
Dann ist

Ao = {0}

A= {{1},{2}, {3}, {4}, {5}}

Ay ={{1,2},{1,3},{2,3},{1,4},{1,5},{4,5}}
Ay ={{1,2,3},{1,4,5}}

und

% (o) = {0}

G(A) = {{1},{2}, {3}, {4}, {5}}

(M) = {{1,2},{1,3},{2,3}, {1,4},{2,4}, {3,4}}
% (As) = {{1,2,3},{1,2,4}}.

In diesem Beispiel ist €' (A) ein simplizialer Komplex auf der Eckenmenge [5] mit den Facetten
{1,2,3},{1,2,4},{3,4} und {5}. Der f-Vektorist f* = f¢() = (1,5,6,2).

Die Beobachtung in obigem Beispiel, dass die Kompression % (A) von A ein simplizialer
Komplex ist, gilt auch allgemein.

Korollar 3.2.24. Sei A ein simplizialer Komplex auf der Eckenmenge [n]. Dann ist € (A) ein
simplizialer Komplex und f* = fmA),

Beweis. Die Gleichheit der f-Vektoren gilt per Konstruktion von %’(A). Es ist daher nur
zu zeigen, dass @ (A) simplizialer Komplex ist. Dazu geniigt es wiederum zu zeigen, dass
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AT (A) C € (A) gilt, wobei wir setzen A€ (A) = JIDAT! AZ (A;). Es gilt dann

dimA+1
AT (A) = | AZ(A)
i=0

dimA+1

c U @)
i=0

dimA+1

c U <€),
i=0

wobei die erste Enthaltensrelation aus Kruskal-Katona folgt und wir im letzten Schritt ver-
wendet haben, dass A ein simplizialer Komplex ist. O

Wir geben nun eine zweite Version des Satzes von Kruskal-Katona an, die uns die gewiinschte
Charakterisierung der f-Vektoren simplizialer Komplexe liefert.

Theorem 3.2.25 (Kruskal-Katona, 2. Version). Sei d > 0. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) f=(f-1,f0,---»fa_1) € N ist f-Vektor eines (d — 1)-dimensionalen simplizialen
Komplexes A.

(ii) f-1 =1 und fiiri >0 und f; = (f{:l‘) + () +...+ (a]f) in (i+ 1)-Binomialdarstellung

gilt
a; a; aj
fia> () + (. +.o4+ ).
i i—1 j—1

Beweis. (i) = (ii): Sei A ein (d — 1)-dimensionaler simplizialer Komplex mit f-Vektor f =
(f-1,fo0,---,f4—1). Dann gilt per Definition des f-Vektors f_; = 1. Ferner gilt, da A ein sim-
plizialer Komplex ist, A(Aj+1) C A;. AuBerdem gilt f;_; = #A;. Aus dem Satz von Kruskal-
Katona (Version 1) folgt nun

fio1 > #A(Arsy) > (@“) + (.ai ) oo+ ( el )
i i—1 j—1
Dies zeigt (ii).

(i) < (i): Sei %y die Menge der f; ersten Elemente in der squashed Ordnung auf den
(i + 1)-elementigen Teilmengen von N. Aus Satz 3.2.12 folgt dann, dass A7 die ersten
() + () + A+ (].“jl) Elemente der squashed Ordnung auf den i-elementigen Teilmengen
von N enthélt. Da nach Voraussetzung

Ait1 a; aj
ﬁlZ( ; >+<i_l>+...+<j_’1)

gilt, folgt A</ 1 C o/ und A = U?ZO%,- ist (d — 1)-dimensionaler simplizialer Komplex mit
dem angegebenen f-Vektor. O
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3 Hilbert-Funktionen und die Theoreme von Kruskal-Katona und Macaulay

3.3 Multikomplexe und der Satz von
Clements-Lindstrom

Definition 3.3.1. (i) Sei A eine Menge von Monomen in S = k[xi,...,x,]. Dann heifit A
Multikomplex, falls fiir m € Aund n teilt m giltn € A.

(ii) Sei A C Mon(S) ein Multikomplex. Wir setzen

n
fA=#x"eA: Y aj=it+1}
j=1

Dann heiBt 2 = (f2,,f8,...,f2 ) der f-Vektor von A. Die Dimension von A ist
dimA = max{i : f; #0}.

Beispiel 3.3.2. A= {x},x3,x1,x1x2,x2, 1} ist ein Multikomplex mit f-Vektor f = (1,2,2,1).
Bemerke, dass (1,2,2,1) kein f-Vektor eines simplizialen Komplexes ist.

Das Ziel dieses Abschnitts ist eine Charakterisierung der f-Vektoren von Multikomplexen
anzugeben. Wir werden diese Charakterisierung allerdings nicht beweisen, sondern lediglich
die Ideen und die Hauptschritte angeben. Analog zur squashed Ordnung auf den i-elementigen
Teilmengen definieren wir uns nun eine Ordnung auf den Monomen vom Grad i.

Definition 3.3.3. Seien x* = x{" ---x% und xP = x{i Lo

wir
o = f oder
x% <lex xﬁ ad { ﬁ

Monome vom Grad i. Dann setzen

o < ﬁj fiir j = mm{l /] 75 B]}
Diese Ordnung hei3t lexikographische Ordnung.
Beispiel 3.3.4. Fiir Monome in 2 Variablen vom Grad i = 3 gilt
x% <lex xlx% <lex X%XZ <lex x?-

Wir kénnen einen Multikomplex A auch als eine Menge von Vektoren auffassen, indem wir
jedes Monom in A mit seinem Exponentenvektor identifizieren. Entsprechend sagen wir, dass
ein Vektor den Grad i hat, wenn das zugrundeliegende Monom vom Grad i ist.

Definition 3.3.5. Sei &7 C N" eine Menge von Vektoren vom Grad i. Die Menge
Ad ={(ai,...,a,) eN" : 31 < j<nmsodass (0r,...,0_1,0;+1,041,...,0,) € o}
heilt unterer Schatten von <.
Beispiel 3.3.6. Betrachte & = {(4,0,0),(1,2,1),(0,2,2)}. Dann gilt
Ao/ ={(3,0,0),(0,2,1),(1,1,1),(1,2,0),(0,1,2)}.
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3.3 Multikomplexe und der Satz von Clements-Lindstrom

Definition 3.3.7. Fiir 0 < k; <... <k, € NheiBit (o,...,q,) ein k-Vektor, falls o; < k; fiir
1<i<n.

Beachte, dass im Spezialfall k; = ... =k, k-Vektoren gerade den i-elementigen Teilmengen
von [n] entsprechen: (a,...,0,) — A ={i : oy = 1}. Analog zu der Situation bei Kruskal-
Katona betrachtet man nun die ersten Elemente in der lexikographischen Ordnung auf Mono-
men bzw. Vektoren.

Definition 3.3.8. Sei &/ C N" eine Menge von k-Vektoren vom Grad i. Sei ¢’.«/ die Menge
der ersten #.4f k-Vektoren in der lexikographischen Ordnung. Gilt ¥/ = <7, so heifit &/
komprimiert.

Wir kénnen nun bereits eine erste Version des Satzes von Clements-Lindstrom formulieren.

Satz 3.3.9 (Satz von Clements-Lindstrém). Sei (ki,...,k,) € N" mit ky <k, < ... <k, Sei
o eine Menge von k-Vektoren vom Grad i. Dann gilt

ACA CCA .

Insbesondere gilt #AC of < #AF.
Eine Folgerung des Satzes von Clements-Lindstrom ist der Satz von Macaulay.

Satz 3.3.10 (Macaulay). Sei of eine Menge von k-Vektoren vom Grad i und sei k = (i,...,i).

Sei
#of — (a’> +o+ (a’)
l J

die i-Binomialdarstellung von #<7. Dann gilt

sa> (N (v,
i—1 j—1
Der Satz von Macaulay lisst sich noch in einer zweiten Version angeben.
Satz 3.3.11 (Macaulay). Sei d > 0. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) f=(f-1,f0,--fa_1) ist der f-Vektor eines (d — 1)-dimensionalen Multikomplexes A.

(ii) f-1 =1 undfiiri > 0und f; = (‘;fl') +...+ (“ji) in (i+ 1)-Binomialdarstellung gilt

foz (TN e (N (9T,
i i—1 j—1
Zusitzlich zu der gegebenen Motivation hat der Satz von Macaulay auch noch eine al-

gebraische Motivation. Sei I C S = k[x1,...,x,] ein Ideal, das von homogenenen Polynomen
erzeugt wird und das die Eigenschaft hat, dass ein d existiert, so dass (x1, ... ,x,,)d“ Cl,dh. T
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3 Hilbert-Funktionen und die Theoreme von Kruskal-Katona und Macaulay

enthilt alle Monome vom Grad groBer gleich d 4 1. In diesem Fall ist S/1 endlich dimensional
als k-Vektorraum und wir konnen schreiben S = Ay P A @ ... DAy, wobei A; die Restklassen
m+I der Monome m vom Grad i enthilt. Setzen wir f = (dimAg,dimA;,...,dimAy), so kann
man zeigen, dass f der f-Vektor eines Multikomplexes ist. Andererseits kann man zu jedem
Multikomplex ein Ideal mit den beschriebenen Eigenschaften finden. Abschlieend in diesem
Abschnitt soll noch eine Charakterisierung der s-Vektoren vom Cohen-Macaulay Komplexen
gegeben werden.

Sei im folgenden A ein (d — 1)-dimensionaler simplizialer Komplex auf der Eckenmenge [n]
und sei k[A] der Stanley-Reisner Ring von A. Wir hatten gesehen, dass sich die Hilbert-Reihe
von k[A] berechnet mittels

_ ey
Hilb(k[A],7) = -2 h—N d

Ist A ein Cohen-Macaulay Komplex, so ist bekannt, dass eine Menge ® = {6,...,0,;} C
k[xy,...,x,] von Linearformen existiert, so dass der Quotient k[A] /® ein endlich dimensionaler
k-Vektorraum ist und

Hilb(k[A],7) = h + Bt + ...+ Bjt?

gilt. Mittels der vorhergehenden Bemerkungen ldsst sich nun aus dem Theorem von Macaulay
folgende Charakterisierung fiir 4-Vektoren von Cohen-Macaulay Komplexen gewinnen.

Satz 3.3.12. Sei d > 0. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) h=(ho,...,hy) ist der h-Vektor eines (d — 1)-dimensionalen Cohen-Macaulay Komple-
xes.

(ii) ho =1 und fiir i > 0 und h; = (‘t’) +...+ (ajf) in i-Binomialdarstellung gilt

a,-fl a,-,lfl aj—l
i—1 > .
ez (10)+ (5 ) = (550)
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4 Alexander Dualitat und endliche
Graphen

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit partiell geordneten Mengen und endlichen Gra-
phen, sowie deren algebraischen Eigenschaften. Diese sollen mit Hilfe von Alexander Dua-
litdat untersucht werden. Ziele sind die Klasifizierung Cohen-Macaulay bipartiter Graphen,
sowie die Herleitung von Diracs Theorem iiber chordale Graphen. Der Schwerpunkt bei letz-
terem liegt dabei auf den algebraischen Aspekten und liefert eine vollstandige Charakterisie-
rung chordaler Graphen mittels vier verschiedener (dquivalenter) Bedingungen fiir den da-
zugehorigen Clique-Komplex bzw. dessen Alexander-Dual, sowie weiterer kombinatorischer
Bedingungen an den Ausgangsgraphen.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden wir zunichst einige theoretische Grundlagen,
wie z. B. das Konzept der Auflosung eines Ideals einfiihren, die in den folgenden Abschnitten
benotigt werden. Die meisten der dort prisentierten Ergebnisse werden ohne Beweis ange-
geben. Das Ziel des zweiten Abschnitts ist die Charakterisierung Cohen-Macaulay bipartiter
Graphen. Neben dem Hauptergebnis dieses Abschnitts, ndmlich der Charakterisierung Cohen-
Macaulay bipartiter Graphen, wird zusétzlich noch das Theorem von Froberg bewiesen, das
chordale Graphen mittels Eigenschaften der Auflésung des komplementidren Graphen charak-
terisiert. Der letzte Abschnitt dieses Kapitels zielt auf den Beweis von Diracs Theorem ab, das
chordale Graphen auf mehrere verschiedene Moglichkeiten charakterisiert.

4.1 Auflosungen und die Formel von Hochster

4.1.1 Freie Auflosungen

Im folgenden sei S = k[xi,...,x,] der Polynomring in n Variablen iiber einem beliebigen
Korper k. Der Polynomring S ist auf natiirliche Art und Weise N-graduiert, d.h. S = @;~¢ S,
wobei S; von den Monomen vom Grad i erzeugt wird. Wir bendtigen nun zunichst einige
Notationen und Definitionen bevor wir zu dem in diesem Abschnitt relevanten Begriff einer
Auflosung kommen.

Definition 4.1.1. (i) Ein S-Modul M heilit N-graduiert, falls M = @;>oM; und S;M; C
M,‘Jrj.

(if) Wir schreiben S(—j) fiir den Modul, der sich aus S durch Shiften um j ergibt, d.h. fiir
die i-te graduierte Komponente von S(—j) gilt S(—j); = S_ ;1.
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4 Alexander Dualitit und endliche Graphen

(iii) Sind M und N graduierte S-Moduln, so heil3t eine Abbildung ¢ : M — N ein homogener
Homomorphismus vom Grad s, falls ¢ (M;) C N fiir alle i.

Beispiel 4.1.2. (i) Fiir ein monomiales oder homogenes Ideal I C S ist S/I ein graduierter
N-Modul. Die Graduierung wird dabei von der N- Graduierung von S induziert.

(i) k[x1,...,x,)(=2) =@ k[x1,...,Xn)i—2. Insbesondere hat das Element 1 in k[xq, ..., x,](—2)
den Grad 2 und die Variablen haben den Grad 3.

(iii) Die Multiplikation mit xjx;x3 von k[x,x2,x3] nach k[x;,x;,x3] ist ein homogener Mor-
phismus vom Grad 3.

Wir kommen nun zu dem Begriff einer Auflosung.

Definition 4.1.3. Sei M ein endlich erzeugter graduierter S-Modul. Eine Sequenz

F: BR3R%R%8M-0
mit den Eigenschaften, dass
o [ exakt ist, d.h. Ker¢; = Im¢;, | fiir alle i,
o Fi= @20 S(—j)P fiir B € N,
e die Abbildungen ¢; : F; — F;_; sind homogene Homomorphismen vom Grad O fiir alle
i
heiflt graduierte freie S-Auflosung von M.

Da wir bisher nur den Begriff einer Auflosung definiert haben, wollen wir nun dazu kom-
men, wie man eine Auflosung konstruieren kann.

Konstruktion 4.1.4. Sei M ein endlich erzeugter graduierter S-Modul und seien my,...,m,
homogene Erzeuger von M. Sei weiter deg(m;) = a;. Fiir jeden Erzeuger m; betrachte eine Ko-
pie des Polynomrings S, die von einem Element e; erzeugt wird. Dann ist ¢ : /_; Se; — M :
e; — m; ein S-Modul Homomorphismus und setzen wir deg(e;) = a;, so ist dieser sogar ho-
mogen vom Grad 0. Ferner ist Se; mit dieser Graduierung offensichtlich isomorph zu S(—a;).
Auf diese Art und Weise bekommen wir eine exakte Sequenz

0 — Kergp — @ S(—j)Pi — M — 0,
j

wobei fBy; = #{i : a; = j}. Im nichsten Schritt wihlen wir eine endliche Menge an Erzeu-
gern fiir Ker¢y (eine solche Menge existiert nach dem Hilbertschen Basissatz fiir Moduln) und
wie zuvor kdnnen wir einen Morphismus B ; S(— j)ﬁlf — Ker¢y definieren, wobei 3;; die An-
zahl der Erzeuger von Ker¢y vom Grad j ist. Durch Verkniipfung mit der Inklusion Ker¢y —
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4.1 Auflésungen und die Formel von Hochster

®D; S(—j)Poi liefert dies einen homogenen Morphismus ®D; S(—j)Pi — ®D; S(—j)Poi. Insge-
samt erhalten wir die exakte Sequenz

0— P S(—j)Pri — PS(—j)Pi - m—o.
j j

Fiihren wir diese Konstruktion fort, so erhalten wir schlieBlich eine graduierte freie Auflosung
von M.

Wir haben nun gesehen, dass Auflosungen existieren und auch ein Verfahren kennengelernt
um sie zu konstruieren, allerdings ist auch offensichtlich, dass sie in keinster Weise eindeutig
sind. Wihlen wir jedoch in jedem Schritt des Verfahrens eine minimale Menge an Erzeugern,
das heif3t keine echte Teilmenge ist eine Menge von Erzeugern, so ist die erhaltene Auflosung,
bis auf Isomorphie, eindeutig.

Definition 4.1.5. Sei M ein endlich erzeugter graduierter S-Modul. Dann heif3t eine graduierte
freie Auflsung von M minimal, falls ¢;(F;) C (x1,...,x,)F;—; fiir alle i.

Bemerkung 4.1.6. Man kann zeigen, dass die minimale graduierte freie Auflésung eines end-
lich erzeugten graduierten S-Moduls bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

GemilB der vorigen Bemerkung macht die folgende Definition Sinn.

Definition 4.1.7. Sei M ein endlich erzeugter graduierter S-Modul und sei

F: AR %RRMo0

die minimale graduierte freie S-Auflosung von M, wobei F; = > S(— j)ﬁif . Dann heiflen
die Zahlen ;; graduierte Bettizahlen von M und B; =Y ; B;; heibt i-te Bettizahl von M.

Nachdem wir bereits die Frage der Eindeutigkeit behandelt haben, stellt sich als nichstes
die Frage, ob graduierte minimale freie Auflosungen endlich sind. Betrachtet man keine S-
Moduln, sondern Moduln iiber einem gewohnlichen Ring, so lautet die Antwort im allgemei-
nen nein. In der Situation, fiir die wir uns interessieren, d.h. im Falle von Moduln iiber dem
Polynomring ist die Antwort jedoch positiv. Genauer gilt folgendes:

Theorem 4.1.8 (Hilbertscher Syzygiensatz). Ist M ein endlich erzeugter graduierter k|xy, ..., x,]-
Modul, so hat M eine endliche graduierte freie Auflosung der Liinge kleiner gleich n.

Insbesondere folgt aus dem Hilbertschen Syzygiensatz also, dass die minimale freie Auflosung
eines S-Moduls M endlich ist.

Definition 4.1.9. Sei M ein S-Modul. Ist
Fi0-F% AR3RA%R%M-0

die minimale freie graduierte Auflosung von M, wobei F; = @ = S(— 7)Pii, so nennen wir p
die projektive Dimension von M (geschrieben proj dim(M)). Ferner heiit max{|j —i| : Bjj #
0} die Regularitit von M (geschrieben reg(M)).
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4 Alexander Dualitit und endliche Graphen

Die Regularitit beschreibt uns also den maximalen Shift in der Graduierung, der in der
Auflosung auftritt. Im folgenden werden wir uns fiir Auflésungen interessieren, die sehr ein-
fach sind, in dem Sinne, dass fast alle Bettizahlen verschwinden und zusétzlich in jedem
Schritt die Regularitit erreicht wird.

Definition 4.1.10. Sei M ein endlich erzeugter graduierter S-Modul. Die minimale graduier-
te freie Auflésung von M heit d-linear, falls f3;; # 0 genau dann wenn j = i+d, d.h. die
minimale graduierte freie Auflosung von M ist von der Form

F: 0=8(—p—d)Pr — ... 5 8(—2—d)P = S(—1—d)Pr = S(—=d)P - M — 0.

Im folgenden werden wir iiberwiegend Auflosungen von Idealen betrachten. Um zu zei-
gen, dass ein Ideal eine lineare Auflosung besitzt, werden wir ein hinreichendes Kriterium
verwenden. Bevor wir dieses angeben konnen, bendtigen wir jedoch noch eine Definition.

Definition 4.1.11. Sei / C S ein homogenes Ideal, d.h. / wird von homogenen Polynomen
erzeugt. Das Ideal I hat lineare Quotienten, falls es eine Menge f1, ..., f,, homogener Erzeuger
gibt, so dass (fi,...,fi—1) : (f;) von Linearformen erzeugt wird fiir jedes i.

Satz 4.1.12. Sei I C S ein homogenes Ideal, das von Polynomen vom Grad d erzeugt wird.
Hat I lineare Quotienten, so ist die minimale graduierte freie Auflosung von I d-linear.

4.1.2 Freie Auflésungen und simpliziale Komplexe

Nachdem wir im vorigen Abschnitt das Konzept von freien Auflosungen fiir beliebige S-
Moduln definiert haben, wollen wir im hiesigen Abschnitt nun Auflosungen von Stanley-
Reisner Idealen betrachten. Ohne die genauen Auflésungen berechnen zu miissen, kann man
in diesem Fall die graduierten Betti-Zahlen des Stanley-Reisner Ideals bereits aus der Kennt-
nis der Homologie des zugrunde liegenden simplizialen Komplexes bzw. des Alexander Duals
sowie gewisser Unterkomplexe von diesen berechnen. Dies leistet das Theorem von Hochster.
Das Theorem von Eagon-Reiner wird uns ferner ein Kriterium fiir die Linearitit der minimalen
graduierten freien Auflosung des Stanley-Reisner Ideals mittels des Alexander Duals liefern.
SchlieBlich bringt das Theorem von Terai noch die Regularitit des Stanley-Reisner Ideals mit
der projektiven Dimension des Stanley-Reisner Ideals des Alexander Duals in Verbindung.

Definition 4.1.13. Sei A ein simplizialer Komplex auf der Eckenmenge [n]. Das Alexander
Dual von A ist der simpliziale Komplex

A ={FCn : [n]\F¢A}.

Theorem 4.1.14 (Hochster Formel). Sei A ein simplizialer Komplex auf der Eckenmenge [n].
Seien f;;(In) die graduierten Bettizahlen von Ix. Dann gilt

Bij(Iy) = Y dimgH— (ks (F);k)
FEA* #F=n—j
= Y dimgHj o (Awik).
WCln), #W=j
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4.2 Cohen-Macaulay bipartite Graphen

Dabei ist fiir eine Teilmenge W C [n]
Aw={FeA:FCW)
die Einschrinkung von A zu W.

Als Folgerung der Hochster Formel erhalten wir ferner das Theorem von Eagon-Reiner.

Theorem 4.1.15 (Eagon-Reiner). Sei A ein simplizialer Komplex auf der Eckenmenge [n| und
sei k ein Korper. Dann sind folgende Aussagen dquivalent

(i) Das Stanley-Reisner Ideal Ix C k|x1,...,x,] hat eine d-lineare Auflosung.
(ii) Das Alexander Dual A* ist Cohen-Macaulay iiber k und dimA* =n—d — 1.

Beweis. (i) = (ii): Angenommen I, hat eine d-lineare Auflésung. Dann ist Byy 7 0 und fy; =
0 fiir i # d. Insbesondere haben deshalb alle minimalen Nicht-Seiten von A die Kardinalitit d.
Da die Facetten von A* gerade die Komplemente der minimalen Nicht-Seiten von A sind, folgt
daraus, dass A* rein ist und es gilt dimA* =n—d — 1. Sei nun F € A*. Gemill dem Kriterium
von Reisner miissen wir zeigen, dass H;(Ika: (F);k) = 0 gilt fir 0 <i < dimlka: (F) = (n—
d) —#F — 1. Gilt #F = n— j, so folgt aus der Hochster Formel H; 1 (Ika«(F); k) = O fiir j #
i+d, dh. Hi(Ikn, (F);k) =0fiiri# j—d—1.Da (n—d) —#F — 1 = (n—d) — (n— j) — 1 =
Jj—d —1, folgt damit die Behauptung.

(ii) = (i): Sei A* ein Cohen-Macaulay Komplex der Dimensiond — 1. Sei F € A* mit#F =n—
Jj. Um zu zeigen, dass I eine (n—d)-lineare Auflosung hat, miissen wir zeigen, dass B;;(Ia) =
0 gilt fiir j # i+n—d. GemiB der Hochster Formel ist dazu zu zeigen, dass Hi_i(ka- (F);k) =
0gilt fir #F =n—j#n—(i+n—d) =d—i,dh H(lka«(F);k) =0firiZd —n+j— 1.
Da A* Cohen-Macaulay ist, folgt aus dem Reisner-Kriterium, dass H;(Ika« (F); k) = 0 gilt fiir
i#dimlkas(F)=d—1—#F =d—1—(n— j) =d —n+ j— 1. Dies zeigt die Behauptung. ]

Das folgende Theorem von Terai stellt einen Zusammenhang zwischen Regularitdt und
projektiver Dimension der Stanley-Reisner Ideale eines simplizialen Komplexes bzw. dessen
Alexander Duals her.

Theorem 4.1.16 (Terai). Sei A ein simplizialer Komplex. Dann gilt

proj dimiy = reg(lp+) — 1

4.2 Cohen-Macaulay bipartite Graphen

In diesem Abschnitt sind wir an Cohen-Macaulay Graphen interessiert. Wir werden diese
zunichst definieren und dann eine Klassifizierung Cohen-Macaulay bipartiter Graphen erar-
beiten. Eines der Hilfsmittel, die wir benotigen werden, ist das im vorigen Abschnitt bewiesene
Theorem von Eagon-Reiner (Theorem 4.1.15).
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4 Alexander Dualitit und endliche Graphen

4.2.1 Endliche Graphen und Kantenideale

In diesem Abschnitt werden wir die bendtigten Begriffe aus der Graphentheorie zusammen-
stellen.

Definition 4.2.1. Ein Graph ist ein Tupel G = (V, E), wobei V eine Menge von Knoten ist und
E C (}) eine Menge von Kanten.

Im folgenden werden wir nur Graphen mit endlicher Knotenmenge betrachten, ohne dies
jedoch explizit zu erwidhnen. Wir werden weiterhin annehmen, dass der Graph einfach ist,
das heiflt es existieren weder Schleifen noch Mehrfachkanten. Hiufig werden Graphen mit
speziellen Eigenschaften eine besondere Rolle spielen bzw. wir interessieren uns fiir spezielle
auftretende Unterstrukturen.

Definition 4.2.2. (i) Ist #V = n, so heibt Ky = (V, (‘2/)) ein vollstiindiger Graph auf der
Knotenmenge V.

(ii) Ein Pfad vonv € V nach w € V in einem Graphen G = (V, E) ist eine Folge von Kanten
p = {vo,vi},{vi,v2},-..,{vs_1,vs}) mit v = v und w = v;. Dabei heilt s die Léiinge
von p.

(i) Ist C = ({vo,vi},{vi,v2},....{vs—1,v0}) ein Pfad mit v; # v; fiir i # j, so nennen wir
C einen Kreis der Linge s.

(iii) Ist C ein Kreis in G und sind v;,v; Knoten von C, so dass {v;,v;} keine Kante in C ist,
so heiBt {v;,v j} eine Sehne (engl. chord) von C. Wir nennen einen Graph chordal, falls
jeder Kreis der Linge grofier als 3 eine Sehne besitzt.

Ist G = (V,E) ein Graph und W C V, so kann man den von G auf W induzierten Teilgraph
Gyw betrachten. Genauer ist Gy = (W,EN (VZ)) Es ist klar, dass die Bedingung chordal zu
sein dazu dquivalent ist, dass jeder induzierte Kreis C, d.h. C = Gy fiirein W C V, die Léinge
3 hat. Insbesondere ist damit auch jeder induzierte Teilgraph eines chordalen Graphen erneut
chordal.

Definition 4.2.3. (i) Eine Cligue in einem G = (V,E) ist eine Teilmenge W C V, so dass
der induzierte Graph Gy ein vollstindiger Graph auf der Eckenmenge W ist.

(ii) Ein Graph G = (V, E) heiBt zerlegbar, falls echte Teilmengen P und Q von V existieren,
so dass V.= PUQ, PNQ eine Clique in G ist und fiir ve P\ Q und w € Q\ P gilt

{vw} ¢ E.

Wir haben nun alle notwendigen Begriffe, um das erste Ergebnis iiber chordale Graphen
anzugegeben.

Lemma 4.24. Sei G = (V,E) ein chordaler Graph. Dann ist G entweder vollstindig oder
zerlegbar.
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4.2 Cohen-Macaulay bipartite Graphen

Beweis. Wir nehmen an, dass G kein vollstindiger Graph ist. In diesem Fall existieren Knoten
v,w € V mit {v,w} ¢ E. Offensichtlich besitzt die Menge A =V \ {v,w} die folgende Eigen-
schaft: Es existieren Mengen P,Q C V, so dass

e PNO=A,
e« PUQO=V,
o firve P\Qundwe Q\Pgilt{v,w} ¢ E.

Im folgenden werden wir eine Teilmenge von V mit diesen Eigenschaften als Separator be-
zeichnen. Sei nun B C V' \ {v,w} ein (bzgl. Inklusion) minimaler Separator von G.
Behauptung: B ist eine Clique.

Ist #B = 1, so folgt sofort die Behauptung. Sei also #B > 2. Bezeichnen B; und B; die ent-
sprechenden Mengen fiir B, so dass alle drei Bedingungen aus der Definition eines Separators
erfiillt sind. Wir beweisen die Behauptung per Widerspruch. Angenommen B ist keine Clique.
Dann existieren zwei Knoten a,b € B, so dass {a,b} ¢ E. Seien Cy,...,Cs bzw. Dy,...,D, die
Zusammenhangskomponenten der induzierten Graphen auf By \ B bzw. B, \ B.

Behauptung: Es existiert ein Knoten ¢, € C; mit {a,c,} € E.

Angenommen es gilt {c,a} ¢ E fiir alle ¢ € C;. Wir zeigen, dass dann B = B\ {a} ein Sepa-
rator von G ist. Da B C B gilt, liefert dies einen Widerspruch zur Minimalitit von B. In der
Tat, sei V) digKnotenmenge von Cj und sei P =V UB un(~i Q0=V\V.Esgilt PUQ =V
und PNQ=B.Seiuc P\Q=Viundz€ Q\P=V\V;\B.Istz#a, so gilt {u,z} ¢ E per
Konstruktion. Ist z = a, so gilt {u,z} ¢ E nach Annahme.

Enstprechend existieren auch Knoten ¢, € C; mit {b,c,} € E und d,,d, € Dy mit {a,d,} €
E und {b,d,} € E. Aus dem bereits gezeigten und der Tatsache, dass C; und D; zusam-
menhingend sind, folgt, dass es Pfade von a nach b gibt, die nur Knoten in V; U {a,b} bzw.
Wi U{a,b} verwenden, wobei W; die Knotenmenge von D; bezeichnet. Seien P und P, zwei
solcher Pfade minimaler Linge. Die Komposition dieser beiden Pfade ergibt einen Kreis der
Linge groBer als 3. Da G chordal ist, muss eine Sehne existieren. Da nach Konstruktion
{¢,d} ¢ E gilt fiir c € V; und d € W; und da P; und P, minimal gewihlt werden, muss {a,b}
der Chord sein. Es gilt also {c¢,d} € E und dies liefert einen Widerspruch zur Annahme. Damit
folgt, dass B eine Clique sein muss und G ist somit zerlegbar. [

Im folgenden werden wir zur Vereinfachung der Notation stets Graphen auf der Knoten-
menge [n] betrachten.

Definition 4.2.5. Sei G = ([n],E) ein Graph. Dann heit der simpliziale Komplex
A(G) ={A C[n] : AistClique in G}
der Cliquen-Komplex von G.

Man rechnet leicht nach, dass A(G) in der Tat ein simplizialer Komplex ist. Es wird sich her-
ausstellen, dass im Falle chordaler Graphen Cliquen-Komplexe zusammenziehbar sind, falls
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4 Alexander Dualitit und endliche Graphen

sie zusammenhidngend sind. Um dies zu zeigen, bendtigen wir jedoch noch ein Hilfsmittel, die
sog. Mayer-Vietoris Sequenz.

Satz 4.2.6. Seien A und I simpliziale Komplexe. Dann ist die folgende Sequenz exakt

* *
8itl 77 hia o~

.= Hi+1(AUF;k) — Hi(AﬂF;k)

[P ~ oo h*
I B k) @ H(T5h) & H(AUTSR) 5 .

Dabei sind die Abbildungen folgendermafien definiert:
(i) f7 wirdvon f;: Ci(ANT;k) — Ci(Ask) ®Ci(Tsk) : ¢ (¢, —c) induziert.
(ii) g wirdvon g;: Ci(Ask) ®Ci(T3k) — Ci(AUTk) @ (c,d) — c+d induziert.

(iii) Sei z € Hi | (AUT;k). Sei x € Ci(Ask), so dass z —x € Ci(T;k). Dann ist hi(z) ein
Repriisentant der Homologieklasse von 0;(x).

Korollar 4.2.7. Sei G = ([n|,E) ein chordaler Graph und A(G) der Cliquen-Komplex von G.
Dann gilt H;(A(G);k) = 0 fiir i # 0.

Beweis. Der Beweis ist mittels Induktion iiber die Anzahl der Ecken n von G. Ist G ein
vollstindiger Graph, so ist A(G) ein (n — 1)-Simplex, als solcher zusammenziehbar und hat
damit insbesondere triviale Homologie. Ist G nicht vollstindig, so ist nach Lemma 4.2.4 G
zerlegbar. Folglich existieren echte Teilmengen P, Q C [n] mit PUQ = [n], so dass PN Q eine
Clique ist und fiir v e P\ Q und w € Q\ P gilt {v,w} ¢ E. Es gilt A(G) = A(Gp) UA(Gp),
sowie A(Gpng) = A(Gp) NA(Gp). Aus Satz 4.2.6 folgt, dass wir folgende Mayer-Vietoris
exakte Sequenz haben

<. = Hi(A(Gprg: k) — Hi(A(Gp);k) ® Hi(A(Gg): k) — Hi(A(G);k)
— H;_1(A(Gprg:k) = Hi_{(A(Gp): k) ® Hi_1(A(Gg):k) — Hi— 1 (A(G):k) —

Da Gp und Gy induzierte Teilgraphen von G sind, sind diese auch chordal und da P, Q echte
Teilmengen vo [n] sind, gilt nach Induktionsvoraussetzung H;(A(Gp);k) = H;(A(Gg);k) = 0
fiir i > 1. Zusiitzlich ist G N Q nach Voraussetzung eine Clique und damit ist A(Gpng) ein
Simplex und es gilt ﬁi(A(Gme;k) = 0 fiir alle i. Aus obiger Mayer-Vietoris Sequenz folgt
daher H;(A(G);k) = 0 fiir i > 1. O

Als nichstes werden wir sog. Kantenideale von Graphen betrachten und ein Kriterium dafiir
angeben damit diese Ideale eine lineare Auflosung haben (siehe Theorem von Froberg).

Definition 4.2.8. Sei G = (|n],E) ein Graph und sei S = k[x|,...,x,]. Das monomiale Ideal
1(G) = (xixj : (i,j) €E)CS

heifit das Kantenideal von G.
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4.2 Cohen-Macaulay bipartite Graphen

Zusitzlich benétigen wir noch folgende Definition.

Definition 4.2.9. Sei G = ([n],E) ein Graph. Dann heift G = ([n], (%)) \ E) der zu G komple-
mentdre Graph.

Bemerkung 4.2.10. Es ist leicht zu sehen, dass das Kantenideal von G gerade das Stanley-
Reisner Ideal des Cliquen-Komplexes des komplementidren Graphes ist, d.h. es gilt I(G) =

I AG):

Theorem 4.2.11 (Froberg). Sei G = ([n], E) ein Graph. Dann sind folgende Aussagen diquivalent:
(i) Das Kantenideal 1(G) von G hat eine 2-lineare Auflosung.
(ii) G ist chordal.

Beweis. Es gilt I(G) = I und damit hat /(G) genau dann eine 2-lineare Auflésung, wenn
IA@ eine solche hat. Gemall der Formel von Hochster 4.1.14 ist dies genau dann der Fall,
wenn Hy|_;_2(A(G)w:k) = 0 fiir alle W C [n] und |W| # i +2, d.h. H(A(G)w;k) = 0 fiir alle
W C [n] und i # 0.

Wir zeigen zunichst (i) = (ii). Angenommen G ist nicht chordal. Dann existiert ein Kreis C in
G der Linge groBer 3 ohne eine Sehne. Weiter gilt dann A(G)c = C, d.h. die geometrische Rea-
lisierung von A(G)¢ ist homeomorph zu einer S! und aus Satz 2.1.8 (i) folgt H; (A(G)c; k) = k.
Nach der zuvor gefiihrten Diskussion kann /(G) dann aber keine 2-lineare Auflosung haben.
Wir zeigen nun (ii) = (i). Sei G chordal. Sei W C [n]. Da jeder induzierte Teilgraph ei-
nes chordalen Graphen chordal ist, ist dann auch Gy chordal und nach Korollar 4.2.7 gilt
H;(A(Gw);k) = 0 fiir i # 0. Weiter gilt A(Gw) = A(G)w und damit folgt H;(A(G)w);k) =0
fiir i # 0. Dies zeigt, dass I(G) eine 2-lineare Auflosung hat. O

4.2.2 Endliche partiell geordnete Mengen

Der Schwerpunkt dieses Abschnitts bilden partiell geordnete Mengen (kurz: posets), dazu
assoziierte Ideale, sowie deren Auflosungen. Wir benétigen zunichst einige Definitionen.

Definition 4.2.12. (i) Eine partiell geordnete Menge (kurz: poset) (P,<p) ist eine Menge
P={p1,...,p,} mit einer Relation <p, die reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

(ii) Sei (P, <p) eine endliche partiell geordnete Menge. Eine Teilmenge A C P mit der Ei-
genschaft, dass aus a € A und b <p a schon b € A folgt, heilit Poset-Ideal. Wir schreiben
. (P) fiir die Menge aller Poset-Ideale von P.

Sei nun (P,<p) eine partiell geordnete Menge und P = {py,...,p,}. Im folgenden wer-
den wir ein monomiales Ideal in k[x,y] := k[x,...,x,,¥1,...,yn| konstruieren, das durch die
Menge der Poset-Ideale .# (P) beschrieben wird. Sei dafiir A € .7 (P). Wir definieren

usn = ([Tx)(TT »))

Pi€A  pi¢A
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4 Alexander Dualitit und endliche Graphen

und setzen schlielich
Hp=(up : A€ Z(P)) Cklx,y].
Wir werden als erstes sehen, dass das gerade definierte Ideal Hp eine einfache Auflosung

besitzt.

Theorem 4.2.13. Sei (P, <p) eine endliche partiell geordnete Menge. Dann hat das Ideal Hp
lineare Quotienten. Insbesondere ist die Auflosung von Hp linear.

Beweis. Wir hatten bereits in den Ubungsaufgaben folgende Aussage gezeigt:
Ein monomiales Ideal I hat genau dann lineare Quotienten bzgl. der monomialen Erzeuger
uy,...,uny, falls fiir jedes j < iein k < i und eine Zahl [ existiert, so dass
Ug
28T (uy, u;)

=x; und x teilt L.
geT(uj,u;)

Sei G(Hp) die eindeutige Menge minimaler Erzeuger von Hp. Sei < eine totale Ordnung auf
G(Hp), die die Eigenschaft hat, dass aus us < up folgt A C B oder A und B sind unvergleichbar
und es gilt #A4 < #B gilt. Sei us € G(Hp). Falls #A4 = 1 gilt, so besteht A aus einem minimalen
Element a von P. Ist u4 nicht das erste Element der Ordnung auf G(Hp), so sei ug ein Erzeuger
mit up < uy. Da A aus einem minimalen Element von P besteht, muss gelten B = @ oder A und
B sind unvergleichbar. In letzterem Fall gilt #B = 1, d.h. B = {b}, so folgt

ug Xp [T pi2b Vi y
f— pr— b .
ggT(uA’uB) Hp,&{a,b} Yi ¢
Weiter gilt, fiir B=0,
up i1V
= = Ya

ggT(uA ) MB) B Hp,-#a Vi

und obiges Kriterium fiir lineare Quotienten ist damit erfiillt. Sei nun #A > 2 und up < uy. Sind
A und B unvergleichbar, so ldsst sich auf dhnliche Art und Weise wie zuvor die Voraussetzung
iiberpriifen. Sind A und B vergleichbar, dann gilt B C A und es existiert ein ¢ € A\ B. Ferner

kann ¢ so gewihlt werden (maximal), dass C := A\ {c} auch ein Poset-Ideal ist. Da uc = *

gilt, folgt y. = m. Da auBierdem ¢ ¢ B gilt, folgt dass y, das Monom uj teilt. Dies zeigt
schlieBlich die Behauptung. O

Per Definition ist Hp ein quadratfreies monomiales Ideal. Wir konnen Hp daher auch als
Stanley-Reisner Ideal eines simplizialen Komplexes interpretieren. Sei Ap der simpliziale
Komplex auf der Eckenmenge V, = {xi,...,x,,y1,...,yn} mit I, = Hp. Wir interessieren
uns im folgenden fiir das Alexander-Dual dieses simplizialen Komplexes.

Lemma 4.2.14. Sei (P,<p) eine partiell geordnete Menge mit P = {p1,...,pn}. Dann wird
das Stanley-Reisner Ideal Ips von Ay von den quadratischen Monomen x;y; erzeugt mit p; <p

pj-
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4.2 Cohen-Macaulay bipartite Graphen

Beweis. Wir legen zuniichst einige Notationen fest. Fiir ein quadratfreies Monom u € k[x, y| sei
F,, die Menge der Variablen in k[x y], die u teilen. Weiter schreiben wir kurz w fiir das Monom
X1+ XuY1 - Yu- SchlieBlich definieren wir fiir eine Teilmenge F C V,, F, = F N {xy,..., %, }
und F, = {x; : y; € F}.

Wir analysieren nun, wann eine Menge F C V,, eine Seite von A}, ist. Ist F' € A}, eine Facette, so
ist V,, \ F eine minimale Nicht-Seite von A. Da per Definition 4" (Ap) = {F,, : A€ . (P)} gilt,
folgt daher .7 (A}) = {Fw : A € #(P)}. Somit gilt genau dann F € A}, falls ein A € .7 (P)

L\
existiert mit ¥ C Fw . Dies ist genau dann der Fall, wenn Fy C (F» ), und F, C (Fw )y gilt.
MA llA MA
Da(Fw )y={xj :pj¢A}und (Fw),={x; : p;j € A}, folgt, dass F € A}, genau dann, wenn
MA llA

ein Poset-Ideal A existiert mit ;N {x; : p; € A} =0und F, C {x; : p; € A}. Insbesondere
ist daher jede Menge der Form {x;,y j}, wobei p; <p p; gilt, eine minimale Nicht-Seite von
Ap. Sei nun F eine beliebige Nicht-Seite von Ap. Wir miissen zeigen, dass i, j existieren mit
pi <p pj, sodass {x;,y;} C F gilt. Da % =x1---x, und 7= = y; -y gilt, sind nach obigem

also gelten Fy # @ und F,, # 0. Ferner gilt fiir jedes Poset-Ideal A: F,N{x; : p; € A} # 0 oder
F, Z {xj : p;j € A} gilt. Sei C das kleinste Poset-Ideal, das {p; : x; € F,} enthilt. Da nach
Konstruktion F, C {x; : p; € C} gilt, muss dann gelten F,N{x; : p; € C} # 0. Sei daher
xi € Fkn{x; : p;j € C} und sei p; ein maximales Element in C mit der Eigenschaft, dass
pi1 >p pi gilt. Nach Definition von C gilt dann x; € F, und deshalb sogar {x;,y;} C F. Dies
zeigt die Behauptung. O

Gegeben eine partiell geordnete Menge (P, <p) bezeichnen wir mit G(P) den Graph auf
Knotenmenge V,,, dessen Kanten gerade die Mengen {x;,y;} mit p; <p p; sind. Wir kénnen
G(P) auch als Facetten-Komplex von [, A, auffassen. Im néchsten Abschnitt werden wir zeigen,
dass die so erhaltenen Graphen gerade die Klasse der bipartiten Cohen-Macaulay Graphen
ergibt.

4.2.3 Cohen-Macaulay bipartite Graphen

Der Schwerpunkt in diesem Abschnitt liegt auf der Untersuchung Cohen-Macaulay biparti-
ter Graphen. Dabei werden wir einen Graph G Cohen-Macaulay nennen, wenn der Stanley-
Reisner Komplex seines Kanten-Ideals Cohen-Macaulay ist. Insbesondere werden wir Cohen-
Macaulay bipartite Graphen charakterisieren und zeigen, dass diese gerade von der Form
G(P), wobei P eine partiell geordnete Menge ist, sind.

Wir kommen nun zu der Definition von Cohen-Macaulay Graphen.

Definition 4.2.15. Sei G = (V,E) ein endlicher Graph mit Kantenideal /(G). Dann heifit G
Cohen-Macaulay iiber k, falls der Stanley-Reisner Komplex A(/(G)) Cohen-Macaulay iiber k
ist.

Bemerkung 4.2.16. Sei G = (V,E) ein Graph mit einer isolierten Ecke v und sei G = (V' \
{v},E). In diesem Fall ist A(I(G)) der Kegel iiber A(/(G)) mit Kegelpunkt v. Es ist leicht
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4 Alexander Dualitit und endliche Graphen

zu sehen (Vergleich der Links), dass A(I(G)) genau dann Cohen-Macaulay ist, wenn A(I(G))
Cohen-Macaulay ist. Wir werden daher im folgenden stets annehmen, dass ein gegebener
Graph G keine isolierte Ecke besitzt.

Analog zu Eckeniiberdeckungen von simplizialen Komplexen kann man auch Eckeiiberdeckungen
fiir Graphen definieren.

Definition 4.2.17. (i) Sei G = (V,E) ein Graph. Eine Teilmenge W C V heilt Eckeniiberdeckung
von V, falls W N {v,w} # 0 fiir alle {v,w} € E.

(i1) Eine Eckeniiberdeckung W ist minimal, wenn keine echte Teilmenge von W eine Eckeniiberdeckung
von G ist.

(iii) Ein Graph G = (V, E) heiBt ungemischt, falls jede minimale Eckeniiberdeckung die glei-
che Kardinalitt hat.

Fassen wir einen Graph als 1-dimensionalen simplizialen Komplex auf, so ist eine Eckeniiberdeckung
des Graphen gerade eine Eckeniiberdeckung dieses simplizialen Komplexes.

Der Zusammenhang zwischen Cohen-Macaulay und ungemischten Graphen ist der folgen-
de:

Lemma 4.2.18. Sei G = ([n],E) ein Cohen-Macaulay Graph. Dann ist G ungemischt.

Beweis. Seien Cy,...,C, die minimalen Eckeniiberdeckungen von G. Wir hatten in den Ubungen
gesehen (vgl. auch Theorem 1.4.6), dass die Standard-Primirzerlegung von I(G) durch die
minimalen Eckeniiberdeckungen von G (aufgefasst als simplizialer Komplex) bestimmt ist.
Genauer ist die Standard-Primérzerlegung von I(G) gerade

1(G)=((xy : vEG).

Andererseits gilt aber auch I(G) =1, A(1(G))- Die Standard-Primérzerlegung eines Stanley-Reisner
Ideals (vgl. Theorem 1.4.5) ist wiederum gegeben durch

haep= () @ :veR\F).
FeZ(AI(G)))

Da A(I(G)) nach Vorasussetzung Cohen-Macaulay ist, ist A(/(G)) insbesondere rein und
es gilt #([n] \ F) = #([n] \ G) fiir alle F,G € .#(A). Wegen der Eindeutigkeit der Standard-
Primirzerlegung folgt weiter, dass fiir jedes 1 <i <sein F € % (A(I(G))) existiert, so dass
C; = [n] \ F. Insbesondere zeigt dies, dass alle minimalen Eckeniiberdeckungen von G die
selbe Kardinalitét haben, d.h. G ist ungemischt. O

Im folgenden werden wir bipartite Graphen betrachten. Der zu einer Poset P assoziierte
Graph G(P) aus dem letzten Abschnitt war ein erstes Beispiel fiir einen bipartiten Graphen-
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Definition 4.2.19. (i) Sei G = (V,E) ein endlicher Graph. G heifit bipartit, falls es eine
disjunkte Zerlegung V = V; UV, gibt, so dass fiir {i, j} € E gilt i € V; und j € V, oder
iGVzundeVl.

(ii) Wir sagen, dass ein bipartiter Graph G = (V,E) mit Bipartition V = V; UV, von einer
Poset induziert wird, falls #V| = #V, = n gilt und eine partiell geordnete Menge P auf n
Elementen existiert, so dass (nach Umbenennung der Knoten von G) gilt G(P) = G.

Das Hauptziel in diesem Abschnitt wird es sein, den Zusammenhang zwischen bipartiten
von einer Poset induzierten Graphen, sowie Cohen-Macaulay Graphen zu erarbeiten.

Lemma 4.2.20. Sei G = (V,E) ein von einer Poset induzierter Graph. Dann ist G Cohen-
Macaulay.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine partiell geordnete Menge P = {py,...,p,} mit
Ordnungsrelation <p, so dass G(P) = G. Das Kantenideal von G wird dann erzeugt von den
Monomen x;y; mit p; <p p;. GemédB Lemma 4.2.14 erzeugen die selben Monome aber auch
das Stanley-Reisner Ideal von Ap, d.h. es gilt /(G(P)) = Ix;. Wir miissen daher zeigen, dass Ay
Cohen-Macaulay ist. Nach dem Theorem von Eagon-Reiner (Theorem 4.1.15) ist dies der Fall
genau dann, wenn I, eine lineare Auflsung hat. Dies gilt jedoch wegen Theorem 4.2.13. [

Wir werden sehen, dass sogar die Umkehrung des obigen Lemmas gilt. Bevor wir diese
jedoch zeigen konnen bendtigen wir noch einige Vorbereitungen.

Definition 4.2.21. Sei A ein reiner (d — 1)-dimensionaler simplizialer Komplex. Dann heift
A zusammenhdngend in Codimension 1, falls fiir Facetten F, G € A eine Sequenz von Facetten
F=Fy,F,...,F;_1,F; = G existiert, so dass #(F;NF;;1) =d — 1 gilt.

Als Vorbereitung fiir das Hauptergebnis in diesem Abschnitt bendtigen wir folgende Aus-
sage.

Lemma 4.2.22. Sei A ein Cohen-Macaulay Komplex. Dann ist Ika(F) Cohen-Macaulay fiir
alle F € A

Beweis. Sei F € Aund G € Iks(F). Es gilt
Ik, (7)(G) = ka(GUF).
Die Behauptung folgt dann direkt aus dem Reisner Kriterium. O

Das folgende Lemma zeigt, dass Zusammenhang in Codimension 1 schon eine notwendige
Bedingung fiir die Cohen-Macaulay Eigenschaft ist.

Lemma 4.2.23. Sei A ein Cohen-Macaulay Komplex. Dann ist A zusammenhdngend in Codi-
mension 1.
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Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion iiber die Dimension von A. Ist dimA =0,
so ist die Behauptung offensichtlich erfiillt.

Sei dimA > 1. Seien F und G Facetten von A. Da A Cohen-Macaulay ist, ist A insbesondere
zusammenhingend (vgl. 2.2.6). Es existiert daher eine Sequenz F = Fy, Fy,...,Fs_1,F;, =G
mit F; € % (A) fiir 0 <i <s, sodass F;NF;| # 0. Sei v; € F;NF;y eine Ecke. Nach Lemma
4.2.22 ist auch Ika ({v;}) Cohen-Macaulay. Da dimlka ({v;}) = dimA — I, folgt per Induktion,
dass lka({v;}) zusammenhingend in Codimension 1 ist. Insbesondere existiert eine Sequenz
von Facetten F; = Ho,H\,...,Hy—1,Hn = Fi41 von Amit v; € H; fiir 0 < j < m und #(H; N
Hj;1) = dimA. Weiterhin erhalten wir fiir jedes 7 eine solche Sequenz zwischen F; und Fi .
Durch Aneinanderreihung dieser Sequenzen erhalten wir schlieflich eine Sequenz zwischen
F und G mit den gewiinschten Eigenschaften. [

Fiir den Beweis der Umkehrung von Lemma 4.2.20 bendtigen wir den sog. Heiratssatz fiir
Graphen. Wir werden diesen jedoch nicht beweisen.

Proposition 4.2.24. Sei G = (V,E) ein bipartiter Graph mit Bipartition V.=V, UV, mit #V| =
#Va. Fiir jede Teilmenge W C Vi sei N(WW) = {i € Vo : {i,j} € E fiirein j € W} die so
genannte Nachbarschaft von W. Gilt #N (W) > #W fiir alle W C V), so existiert eine Bijektion
f:Vi—= Vo, sodass {i, f(i)} € E gilt fiir alle i € V.

Schlieflich formulieren und beweisen wir das Hauptergebnis.

Theorem 4.2.25. Ein bipartiter Graph G = (V,E) ist genau dann Cohen-Macaulay, wenn er
von einer endlichen Poset induziert wird.

Beweis. ,,<=“: Ist G ein von einer Poset induzierter bipartiter Graph, so folgt bereits aus Lem-
ma 4.2.20, das G Cohen-Macaulay ist.

»=": Sei G = (V,E) ein Cohen-Macaulay bipartiter Graph. Der Beweis geht in mehreren
Schritten vor.

Schritt 1: Sei V =V, UV, die Bipartition der Eckenmenge von V. Offensichtlich sind sowohl
Vj als auch V, minimale Eckeniiberdeckungen von G. Gemidll Lemma 4.2.18 ist G ungemischt
und deshalb gilt #V; = #V,. Sei V| = {x1,...,x,} und V2 = {y1,...,yn}.

Schritt 2: Fiir eine Teilmenge U C V| bezeichne

N(U)={y; : {xi,y;j} €E fireinx; e U}

die so genannte Nachbarschaft von U. Da (V; \U) UN(U) eine Eckeniiberdeckung von G
ist und G ungemischt ist, muss gelten #[(V, \ U) UN(U)] > #V;. Daraus folgt #N(U) > #U.
Durch Anwendung des Heiratssatzes (Proposition 4.2.24) konnen wir im folgenden ohne Ein-
schriinkung annehmen, dass {x;,y;} € E gilt fiir 1 <i <n.

Schritt 3: Sei A der simpliziale Komplex auf der Eckenmenge V, so dass gilt Iy = I(G).
Gemiss Definition des Kantenideals miissen V; und V» Facetten von A sein. Weiterhin ist A
nach Voraussetzung Cohen-Macaulay und damit wegen Lemma 4.2.23 zusammenhéngend in
Codimension 1. Folglich existiert eine Sequenz von Facetten V, = Fy, Fy,...,F;_1,F; =V}
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von A mit #(F;NF ) =n—1fir0<i<s—1.Da {x,y;} € E gilt fiir alle 1 <[ < n und
damit alle Mengen der Form {x;,y;} minimale Nicht-Seiten von A sind, existiert ein k, so
dass Fy = (Vo \ {3}) U{xt}. Sei, ohne Einschrinkung, F; = (V2 \ {y»}) U {x,}. Da A Cohen-
Macaulay ist, gilt selbiges auch fiir Ika({x, }) (Lemma 4.2.22) und insbesondere ist Ika ({x,})

zusammenhingend in Codimension 1. Da sowohl {xy,...,x,_1} als auch {yy,...,y,—1 } Facet-
ten von lka ({x,}) sind, kénnen wir daher mittels der selben Argumentation wie zuvor anneh-
men, dass {yi,...,Yn—2,%,—1 } eine Facette von Ika({x,}) ist. Somit ist {y1,...,Yn—2,Xu—1,%}

Facette von A. Durch Iteration der gefiihrten Argumentation kénnen wir schliefSlich anneh-
men, dass

{y17 ey VisXiply - 7x71}
fiir jedes 1 < i < n eine Facette von A ist. Daraus folgt dann, dass {x;,y;} € E gilt fiir j < i.
Dies bedeutet wiederum, dass fiir eine Kante {x;,y j} in G gelten muss j > i.
Schritt 4: Wir zeigen, dass fiir i < j < kund {x;,y;},{xj,yx} € E gilt: {x;,y¢} €E.
Angenommen dies ist nicht der Fall, d.h. es existieren i < j < k mit {x;,y;},{x;,y} € E, aber
{xi,yr} ¢ E. Dann ist {x;,y;} eine Seite von A. Da A rein ist und dimA = n — 1 gilt, muss eine
Facette F' € A existieren mit #F = n und {x;,y; } C F. Insbesondere enthilt F keine Kante von
G.Da {x;,y;} und {x;,y;} beides Kanten von G sind, muss dann gelten x;,y; ¢ F. Da jedoch
#F = n gilt, muss dann ein 1 </ < n existieren, so dass x; € F und y; € F gilt. Da {x;,y; } eine
Kante von G ist, ergibt sich somit ein Wiederspruch.
Schritt 5: Sei P = {p1,...,pn} eine endliche Menge. Wir definieren eine Relation <p auf
P, indem wir setzen p; <p p;, falls {x;,y;} € E. Der 2., 3. und 4. Schritte zeigen, dass <p
reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. <p definiert also eine partielle Ordnung auf P. Per
Konstruktion gilt auBerdem G(P) = G. Damit folgt, dass G von einer Poset induziert wird. [

4.3 Diracs Theorem iiber chordale Graphen

Im Mittelpunkt dieses Abschnitts steht das Theorem von Dirac iiber chordale Graphen. Neben
diesem klassischen Theorem aus dem Jahr 1961 werden wir es unter algebraischen Gesichts-
punkten betrachten. Als eines der Haupthilfsmittel wird hierbei wieder Alexander-Dualitiit
zum Einsatz kommen. Zunichst benotigen wir wieder einige einfithrende Definitionen.

Definition 4.3.1. Sei G = ([n], E) ein endlicher Graph. Sei iy, .. .,i,i; eine Ordnung der Kno-
ten von G mit der Eigenschaft, dass fiir jedes 1 < j <ndie Menge C;; = {ir € [n] : 1 <k <
J:{ix,ij} € E} eine Clique von G ist. Eine solche Ordnung der Knoten von G heilt perfekte
Eliminationsordnung.

Das Theorem von Dirac ist nun das folgende.

Theorem 4.3.2 (Dirac). Sei G = ([n],E) ein endlicher Graph. Dann ist G genau dann chordal,
wenn G eine perfekte Eliminationsordnung besitzt.

Ziel wird es sein, das Theorem von Dirac zu beweisen. Der angegebene Beweis ist allerdings
alles andere als direkt und wird uns insbesondere zusitzliche Charakterisierungen chordaler
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Graphen liefern. Dazu werden wir dquivalente Bedingungen fiir die Existenz einer perfekten
Eliminationsordnung entwickeln.

Definition 4.3.3. Sei A ein simplizialer Komplex.

(1) Eine Facette F' von A heilit Blatt von A, falls F die einzige Facette von A ist oder falls
eine Facette G # F von A existiert, so dass HNF C GNF fiir jede Facette H von A.
Wir nennen G einen Ast von F.

(i) Eine Ecke i € A, die in genau einer Facette von A enthalten ist, heiflt freie Ecke von A.

(iii) A ist ein sog. simplizialer Wald, falls eine Ordnung F1,. .., F,, der Facetten von A exis-
tiert, so dass fiir jedes 2 < i < m F; ein Blatt des Unterkomplexes (F},...,F;) ist. Die
gegebene Ordnung der Facetten wird als Blatt-Ordnung bezeichnet. Ist A ein zusam-
menhéngender simplizialer Wald, so heilit A simplizialer Baum.

Das nichste Lemma gibt uns eine Moglichkeit zu priifen, ob es sich bei einem gegebenen
simplizialen Komplex um einen simplizialen Wald handelt.

Lemma 4.3.4. Sei A ein simplizialer Komplex. Sei F, ..., F,, eine Ordnung von Seiten von A,
so dass fiir jedes 2 <1 < m ein j <i existiert, so dass Fy N F; C F; N F; fiir alle k < i. Ferner
soll gelten A= (Fy,...,Fy,). Dann ist A ein simplizialer Wald.

Eine Menge von Seiten von A wie in obigem Lemma enthilt stets die Facetten von A,
moglicherweise aber auch noch zusitzliche Seiten.

Beweis. Wir beweisen die Aussage des Lemmas mittels Induktion iiber m. Ist m = 1, so ist A
per Definition ein simplizialer Wald. _

Sei nun m > 2. Wir konnen annehmen, dass fiir den Unterkomplex A = (F},...,F,_1) von
A gilt A # A. GemiB der Induktionsvoraussetzung ist A ein simplizialer Wald. Entsprechend
existiert eine Blatt-Ordnung G, ..., G, von A, wobei % (A) = {Gy,...,G,} C{F,...,Fu_1}.
Nach Voraussetzung existiert ein jo < m mit F; N F,, C Fj, N Fy, fiir alle k < m. Damit ist jede
Ecke in F;, \ Fj, eine freie Ecke. Sei Fj, C G,. Gilt Gy C F, soist Gi,...,Gs_1,Fy,Get1,...,Gy
eine Blattordnung von A. In der Tat ist jede Ecke in F, \ G, eine freie Ecke und es gilt
G;NG; = F,, N G; fiir alle i. Gilt hingegen Gy € F,, so gilt Gy N F,, C Fj,NFy = Gy N Ey
fiir alle k < r. Folglich ist F;, ein Blatt von A und Gy, ...,G,,F,, ist eine Blattordnung von
A. O

Mit Hilfe des vorigen Lemmas sind wir in der Lage eine erste notwendige als auch hinrei-
chende Bedingung fiir die Existenz einer perfekten Eliminationsordnung zu beweisen.

Lemma 4.3.5. Ein endlicher Graph G hat genau dann eine perfekte Eliminationsordnung,
falls der Cliquen-Komplex A(G) von G ein simplizialer Wald ist.
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Beweis. ,= “: Sei G ein Graph mit Knotenmenge [r] und Kantenmenge E. Nach Umnum-
merierung der Knotenmenge konnen wir annehmen, dass die Ordnung n,n —1,...,2,1 eine
perfekte Eliminationsordnung von G ist. Per Definition ist dann fiir 1 < j < n die Menge
Fi={ken] : 1 <k< jmit{k,j} € E}U{,j} eine Clique in G, d.h. F; € A(G) fiir alle
1 < j < n. Wir werden zeigen, dass bereits A(G) = (F»....,F,) gilt. Sei dazu F € A(G) und sei
J maximal, so dass j € F. Da F eine Clique von G ist, muss gelten {k, j} € E fiir alle k € F
mit k # j. Dies zeigt, dass F C F; gilt und es gilt A(G) = (F>...,F,). Seinun 1 <i <nund
sei j =max(F;\ {i}). Es gilt dann F, N F; C F; N F; fiir alle k < i. In der Tat, ist a € F; N F; und
a# j,sogilta<k<iundae€F.Esgiltalsoa < jund {a,j} € E. Somit a € F;. Es folgt
nun aus Lemma 4.3.4, dass A(G) ein simplizialer Wald ist.

»<": Wir nehmen an, dass A(G) ein simplizialer Wald mit Blattordnung Fj, ... , Iy ist. Insbe-
sondere hat F; eine freie Ecke und ohne Einschrinkung sei dies n. Sei weiter F; = F; \ {n}.
Besitzt Fy, noch eine weitere freie Ecke aufler n, so ist Fy,...,F,_1 ,Fc; eine Blattordnung von
A(Gy,—1))- Insbesondere ist auch A(G|,_y)) ein simplizialer Wald. Per Induktion kdnnen wir
annehmen, dass G, 1) eine perfekte Eliminationsordnung besitzt und ohne Einschrénkung sei
n—1,n—2,...,2,1 eine solche. Es folgt dann, dass n,n—1,...,2,1 eine perfekte Elimina-
tionsordnung von G ist. Ist hingegen n die einzige freie Ecke von Fy, so ist F1,F>, ..., F_|
eine Blattordnung von A(G|,_j)) und die analoge Argumentation wie zuvor zeigt, dass G eine
perfekte Eliminationsordnung besitzt. O

Definition 4.3.6. Ein simplizialer Komplex A heifit flag Komplex, falls jede minimale Nicht-
Seite von A aus genau zwei Elementen besteht.

Flag Komplexe haben oft recht schone Eigenschaften, die das Arbeiten mit ihnen erleich-
tern. Auflerdem gilt der folgende Zusammenhang.

Lemma 4.3.7. Jeder simpliziale Wald ist ein flag Komplex.

Beweis. Sei A ein simplizialer Wald auf der Eckenmenge [1] mit Blattordnung Fi, ..., F,. Wir
beweisen die Behauptung mittels Induktion iiber die Anzahl der Facetten g von A. Ist g =1, so
besitzt A keinerlei Nicht-Seiten und damit gilt insbesondere die Behauptung. Sei also g > 2.
Da auch A = (Fy,...,F,_1) ein simplizialer Wald ist, folgt aus der Induktionsvoraussetzung,

dass A ein flag Komplex ist. Sei F;, wobei i < g gilt, ein Ast von Fj,. Es gilt dann

A= Ap)\(F\ (F,NF))-

Angenommen es existieg eine minimale Nicht-§eite H von A mit #H > 3. Zum einen muss
H auch Nicht-Seite von A sein. Andererseits ist A aber flag und demnach muss b € F; fiir ein
b € H gelten. Da H Nicht-Seite von A ist, muss dann aber auch a ¢ F, gelten fiir ein a € H.
Da H minimale Nicht-Seite von A ist, muss gelten {a,b} € A. Insbesondere existiert ein j # g
mit {a,b} C F;. Somit b € F;NF, und nach Definition eines Astes gilt b € F;. Dies liefert
HN(F,\ (F,NF)) = 0. Dies zeigt, dass H auch schon minimale Nicht-Seite von A ist, was
einen Widerspruch ergibt, da #H > 3 gilt und A flag Komplex ist. O
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Das nichste Lemma gibt ein einfaches Kriterium dafiir, dass ein simplizialer Komplex der
Cliquen-Komplex seines 1-Skeletts ist.

Lemma 4.3.8. Sei G = ([n],E) ein endlicher Graph und sei T ein simplizialer Komplex auf
der Eckenmenge [n], so dass G das 1-Skelett von T ist. Dann gilt T" = A(G) genau dann wenn
I ein flag Komplex ist.

Beweis. Sei T ein simplizialer Komplex auf der Eckenmenge [n], dessen 1-Skelett gerade der
Graph G ist. Ist F € T eine Seite, so ist F eine Clique in G. Es gilt also I' C A(G). Weiter gilt
A(T)N ([;]) = E(G), d.h. die minimalen Nicht-Seiten von I der Kardinalitéit 2 sind gerade
die Kanten des komplementiren Graphes von G. Wegen .4 (A(G)) = E(G) folgt weiter, dass
genau dann I' = A(G) gilt, falls 4"(T") C ([g]) gilt, was genau dann der Fall ist, wenn I" ein

flag Komplex ist. O
Wir konnen nun eine weitere Charakterisierung chordaler Graphen angeben.
Korollar 4.3.9. Sei G = ([n],E) ein endlicher Graph. Dann sind folgende Aussagen diquivalent:
(i) G hat eine perfekte Eliminationsordnung.
(ii) A(G) ist ein simplizialer Wald.
(iii) G ist das 1-Skelett eines simplizialen Waldes.

Beweis. (i) < (ii): Wegen Lemma 4.3.5 hat G genau dann eine perfekte Eliminationsordnung
wenn der Cliquen-Komplex A(G) ein simplizialer Wald ist.

(if) < (iii): Da G das 1-Skelett von A(G) ist, ist G insbesondere das 1-Skelett eines simplizia-
len Waldes, falls A(G) ein solcher ist.

Ist umgekehrt G das 1-Skelett eines simplizialen Waldes I', so folgt aus Lemma 4.3.7, dass I"
flag ist. Lemma 4.3.8 impliziert, dass I' = A(G) gilt. Damit ist A(G) ein simplizialer Wald. [

Wir geben noch ein weiteres Kriterium an dafiir, dass ein simplizialer Komplex ein simpli-
zialer Wald ist. Der Beweis fiir dieses Kriterium beruht auf dem Satz von Hilbert-Burch so-
wie dem vorhergehenden Korollar. Da der Beweis des Satzes von Hilbert-Burch jedoch recht
aufwindig ist und einige Grundlagen benétigt, die wir nicht zur Verfiigung haben, verzichten
wir auf den Beweis.

Korollar 4.3.10. Sei A ein simplizialer Komplex auf der Eckenmenge [n]. Sei A* das Alexander-
Dual von A. Dann ist A genau dann ein simplizialer Wald, wenn proj dim(Ix«) = 1 gilt.

Wir kénnen nun die vollstindige Charakterisierung chordaler Graphen angeben. Einige der
Charakterisierungen hatten wir bereits, andere wiederum ergeben sich direkt mittels Alexander-
Dualitit.

Theorem 4.3.11. Sei G = ([n],E) ein endlicher Graph auf der Eckenmenge [n] und mit E #
([Z]). Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent:
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(i) G ist chordal.
(ii) In(G) hat eine lineare Auflosung.
(iii) reg(In) =2
(iv) proj dim(Iyg):) = 1
(v) A(G) ist ein simplizialer Wald.
(vi) G ist 1-Skelett eines simplizialen Waldes.
(vii) G hat eine perfekte Eliminationsordnung.

Der Beweis des obigen Theorems ist nun, da wir schon die meisten Grundlagen gelegt
haben, sehr kurz.

Beweis. (i) < (ii)": DaI(G) = Iz(g) besagt Theorem 4.2.11, dass G genau dann chordal ist,
wenn Iy eine lineare Auflosung hat.

., (ii) & (iii)": Da A(G) ein flag Komplex ist, wird /() von Monomen vom Grad 2 erzeugt.
Damit ist die Auflosung von () genau dann linear, wenn reg(/(g)) = 2 gilt.

. (iil) & (iv)": Wegen des Theorems von Terai (Theorem 4.1.16) gilt

reg(Ip(g)) = proj dim(Iy(g)+) + 1.

Damit gilt reg(I5(g)) = 2 genau dann wenn proj dim(Iy(gy-) = 1.

. (v) & (v)": GemdB Korollar 4.3.10 gilt proj dim(/5(g)<) = 1 genau dann wenn A(G) ein
simplizialer Wald ist.

+(v) & (vi)": GemiB Korollar 4.3.9 ist A(G) genau dann ein simplizialer Wald wenn G das
1-Skelett eines simplizialen Waldes ist.

.« (vi) < (vii)": GemiB Korollar 4.3.9 ist G genau dann das 1-Skelett eines simplizialen Wal-
des, wenn G eine perfekte Eliminationsordnung hat. O

Der Beweis der vorangehenden Theorems liefert auBerdem den Beweis des klassischen
Theorems von Dirac.
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