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Einleitung

Dieses Skript entsteht parallel zu der Vorlesung Elementarmathematik IT fiir Stu-
dierende der Lehramtsstudiengéinge L2 und L5. Fiir Hinweise auf Fehler oder Unge-
nauigkeiten bin ich dankbar. Diese kénnen mir gerne unter

kappes@math.uni-frankfurt.de

mitgeteilt werden.

Im Folgenden finden Sie einen Uberblick iiber mogliche weiterfithrende Literatur. Die
Vorlesung orientiert sich im Groben an den Skripten von Jiirgen Wolfart und Joa-
chim Weidmann. Die anderen vier angegebenen Biicher sind “Klassiker” zur Analysis
1, wobei das Buch von Richard Courant und Fritz John die englische Ubersetzung
und Erweiterung des Buchs von Courant ist.
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1 Die reellen Zahlen: Dezimalbriiche, Konvergenz
und Vollstandigkeit

1.1 Vorbemerkungen

In der Schule bzw. der Vorlesung Elementarmathematik I haben Sie schon die
natiirlichen Zahlen

N=1{1,23,...} die Menge der natiirlichen Zahlen
Ny = NU{0}
kennengelernt.

Abzidhlen. Mit den natiirlichen Zahlen kénnen wir die Gréfle eine Menge bestim-
men. Wir sagen, eine Menge M habe n Elemente, wenn wir M in der Form

M ={ay,aq9,...,a,}

schreiben konnen. Formaler fassen konnen wir dies mit folgender Definition. Zur
Erinnerung: Eine Abbildung f : M — N, m — f(m) = n ist eine Vorschrift, die
jedem Element m € M ein eindeutiges Element f(m) = n zuordnet.

Definition 1.1 Seien M, N zwei Mengen und f : M — N eine Abbildung.

a) [ heifft injektiv, wenn fir alle x,y € M gilt: Aus f(x) = f(y) folgt x = y.

b) f heifit surjektiv, wenn fir das Bild f(M) := {f(m) | m e M} gilt: f(M) = N.
c) [ heifit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Damit gilt: M hat n Elemente, wenn eine bijektive Abbildung f : {1,...,n} - M
existiert. Die leere Menge hat per Definition 0 Elemente.
Allgemeiner heifit M endlich, wenn es ein n € Ny gibt, so dass M n Elemente hat.
Sonst heifit M unendlich. Eine Menge M heifit abzdihlbar unendlich, wenn wir M in
der Form

M = {al, ag, as, . . }

schreiben kénnen, oder anders: wenn es eine bijektive Abbildung f : N — M gibt.
Falls M weder endlich noch abzéahlbar unendlich ist, hei3t M dberabzdhlbar. Gibt es
iiberabzihlbare Mengen? Wir werden diese Frage spiter beantworten.

Rechnen. Natiirliche Zahlen kénnen wir addieren und multiplizieren. Allerdings
sind z.B. die Gleichungen

a+x=b bzw. a-z=0b (a,b € N)



nicht immer in N 16sbar. Zur Losung der ersten miissen wir den Zahlbereich zur
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...} der Menge der ganzen Zahlen,
erweitern und um auch die zweite 16sen zu kénnen
Q= {§ |p,q € Z,q > 0} die Menge der rationalen Zahlen

einfiihren.
Allerdings st68t man schon bei der Gleichung

?—2=0

auf das Problem, dass die Losung keinesfalls rational sein kann. Insbesondere ist
die Lange der Diagonalen in einem Quadrat mit Seitenldnge 1 nicht rational. Das
gleiche Problem entsteht, wenn man den Fliacheninhalt eines Kreises mit Radius 1,
also 7 bestimmen mochte.

Stellt man sich alle Zahlen auf dem Zahlenstrahl, d.h. als Punkte einer Geraden vor,
so bilden die rationalen Zahlen anschaulich nur eine echte Teilmenge aller moglichen
Zahlen. Das erste Ziel der Vorlesung ist, diese Anschauung zu prézisieren und den
“Zahlbereich” zu erweitern, indem wir die Menge der reellen Zahlen R einfiithren. Mit
deren Hilfe kann man dann wirklich alle méglichen “in der Natur vorkommenden”
Absténde, Flacheninhalte, etc. messen kann.

1.2 Folgen und Konvergenz

Eine Moglichkeit, die reellen Zahlen einzufiihren, liegt in der Dezimalbruchentwick-
lung. Man konnte also die Menge der reellen Zahlen definieren als Menge aller (end-
lichen und unendlichen) Dezimalbriiche

— ay a2 as
j:ao,alagag .. = j:(a,() + 10 + 100 + 1000 + .. )

mit ag € Ng und a; € {0,1,...,9}, i € N.
Was ist aber z.B. mit einem Ausdruck der Form

S =0,999...

iiberhaupt gemeint? Zunéchst ist in Q nur die Summe von endlich vielen rationalen
Zahlen wieder eine rationale Zahl. Wir kénnen also die endlichen Partialsummen

_ _ 9 9 9 _ 9
$,=099. . 9=2+H+.  +:=) =
n-mal k=1
bilden. Anschaulich sollte die Zahl S also diejenige sein, gegen die die Folge der
Zahlen S, strebt, wenn n beliebig grof§ wird. Diese Anschauung formalisieren wir in
einer Definition, die uns gleichzeitig erlaubt, zu testen, was der Grenzwert S sein
soll. Dazu benétigen wir noch zwei Vorbereitungen.



Ordnung. Zwei rationale Zahlen z,y kann man in natiirlicher Weise vergleichen:
Es gilt x < y, falls x auf dem Zahlenstrahl links von y liegt. Analog definiert man
x <y durch: z < y oder x = y und die Symbole > und >.

Diese Definition kann man natiirlich noch formaler ausdriicken: Seien z = 3, y =
mit a,b,c,d € Z, b,d > 0. Dann schreibt man x < y folgendermafien um:

o

Salls]

<s & ad < bc &0<bec—ad

indem man die unten stehenden Rechenregeln ¢) und b) benutzt. Von der ganze Zahl
bc — ad ist klar, wann sie positiv sein soll, ndmlich genau dann wenn bc — ad € N
gilt.

Bemerkung 1.2 Es seien z,y, 2 € K, wobei K = Q, bzw. spéater auch K = R sei.
Dann gilt:

a) Genau eine der drei Alternativen ist wahr: z > 0 oder z = 0 oder z < 0.
b) Aus x < y folgt v+ 2z < y + .

¢) Aus x < y folgt
xz <yz, falls z >0,
xz >yz, falls z <O0.

d) Sei x > 0. Es gilt
r<wxz, fallsz>1,
xr>uxz, fallsz<1.

e) Seien 0 < z < y. Dann ist 0 < y~! < 271

Notation 1.3 Seien a,b € K, wobei K = Q, bzw. spdter auch K = R sei. Dann
schreiben wir

[a,b] ={z €K |a<a<b} fir das abgeschlossene Intervall
(a,b) ={z eK|a<az<b} firdas offene Intervall

und fir die halboffenen Intervalle

[a,b) ={z €K |a<z<b}
(a,b] ={z €eK|a<z<b}



Absolutbetrag. Fiir z € Q (spiter auch fir z € R) definieren wir den Betrag

von x durch
x, x>0
2| = :
—x, <0

Identifiziert man Q (bzw. R) mit Punkten auf dem Zahlenstrahl, so gibt der Betrag
|z| den Abstand von x zu 0 an. Allgemeiner ist |z — a| der Abstand von x zu a. So
ist z.B. fiir e > 0

{reQ|lz—al<e}=(a—¢c,a+e)

die Menge aller Zahlen, die von a weniger als € entfernt liegen.

Bemerkung 1.4 Es seien a,b € K, wobei K = Q, bzw. spéater auch K = R sei. Der
Absolutbetrag geniigt den folgenden Rechenregeln:

a) |ab| = |a| - |b] (Multiplikativitét)
b) |a+b| < |a|+ |b| (Dreiecksungleichung)
¢) |a—b| > ||a| — [b|| (umgekehrte Dreiecksungleichung)

BeEweEIs: Fiir a) und b) fiihrt man eine Fallunterscheidung nach dem Vorzeichen
durch. Teil ¢) folgt aus b) folgendermafen:

la| =|a —b+b| < |a—b|+ |D]

und damit |a| — |b] < |a — b|. Fiihrt man diesen Trick mit vertauschten Rollen von
a und b durch, erhdlt man |b| — |a| < |b — a|] = |a — b|] und damit insgesamt c¢), denn
eine Ungleichung |z| < M ist dquivalent zu: * < M und —z < M. -

Damit konnen wir die folgende Definition geben, die im Grunde auf Cauchyﬂ zuriick-
geht.

Definition 1.5 FEs sei K = Q, bzw. spiter auch K = R. Fine Folge (ay)nen (mit
a, € K) konvergiert gegen den Grenzwert a € K, falls fiir jedes (beliebig kleine)
e >0 ein (von e abhingiges grofies) N € N existiert, so dass fir alle n > N gilt:

la, —al <e.

In diesem Fall schreiben wir: a,, — a (n — 00) oder lim,,_,, a, = a. Gibt es kein a,
so dass lim,, o a, = a gilt, so nennen wir (a,)nen divergent.

Notation 1.6 Kurz schreibt man oft ¥ anstelle von “fiir alle” und 3 anstelle von
“es gibt”. Auferdem schreibt man kurz fir “daraus folgt” auch = und fir “genau
dann, wenn” auch <. In dieser Notation lautet obige Definition:

a, — a (n — 00) & Ve>03dNeNVn>N:|a,—a|<e.

Allerdings ist diese Notation oft schwerer zu lesen.

! Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857



Zuriick zu unserem Beispiel. Die Vermutung liegt nahe, dass in diesem Fall .S,, kon-
vergiert und zwar gegen den Grenzwert S = 1. Um dies zu iiberpriifen, geben wir
uns ein € > 0 vor. Wir miissen dazu nun ein N = N(¢) € N finden, so dass fiir alle
n > N der Abstand

IS, — 1| < ¢

ist. Nun gilt |5, — 1| = 10%. Ab welchem N € N wird dies kleiner als unser vorgege-

benes 7 Hier hilft uns die auch sonst niitzliche Bernoulli-Ungleichungf]

Proposition 1.7 (Bernoulli-Ungleichung) Fir h > —1, h # 0 und n € N,
n > 2 gilt

(1.1) (14+h)">1+nh.

BEWEIS (VON PROPOSITION : Wir beweisen die Ungleichung per Induktion.
Fiir n =2ist (1+h)? =1+ 2h+h* > 1+ 2h, da h* > 0. Fiir den Induktionsschritt
nehmen wir an, dass (1+h)™ > 1+nh fiir ein n > 2 gelte. Zu zeigen ist (1+h)" T >
1+ (n+ 1)h. Nun gilt, da (1 4+ h) > 0 ist,

LV.
(1+h)"™ = (1+h)"-(1+h) > (1+nh)(1+h) =1+ (n+1)h+nh®>>1+(n+1)h,
wobei wir im letzten Schritt nh? > 0 verwendet haben. =

Damit folgt in unserem Beispiel mit A = 9, dass 10" > 1 4+ 9n, und damit
1S, —1|=10" < (1+9n) ' <¢

fir n > N > §(e7* — 1). Wir haben also gezeigt, dass S, — 1 (n — o) gilt.
Gleichzeitig stehen wir vor dem Problem, dass die Zahl 1 nun zwei verschiedene
Darstellungen, ndmlich

1=1,000...=0,999...

als unendlicher Dezimalbruch hat. Ein zweites Problem bei der Identifikation von
R mit der Menge der Dezimalbriiche ist, dass sich die Rechenoperationen + und -
nur schwierig auf unendliche Dezimalbriiche fortsetzen lassen. Eine mogliche Losung
besteht darin, allgemeinere Folgen statt die der endlichen Dezimalbriiche zuzulassen
und diesen einen Grenzwert zuzuschreiben. Bevor wir diesen Weg weiter verfolgen,
wollen wir noch einige Beispiele konvergenter und divergenter Folgen diskutieren.

Beispiel 1.8 1) Die konstante Folge (a,)nen = (a,a,a,...) ist konvergent und hat
den Grenzwert a.

2) Sei a, = +. Dann gilt a, — 0 (n = o0), denn [+ < € fir n > N > &7,

Allgemeiner heiflen Folgen, die gegen 0 konvergieren, Nullfolgen.

2Jakob Bernoulli, 16551705



3)

Sei (an)nen eine Folge mit lim, . a, = a und (ng) eine Folge von natiirlichen
Zahlen mit
nE <ng <...<np<Nggpp < ...

Dann konvergiert auch die Teilfolge (an, )ken, und zwar gegen denselben Grenz-
wert a. Zum Beispiel ist a,, = zik eine Teilfolge von a,, = % und dementsprechend
ebenfalls eine Nullfolge.

Sei (ay,)nen definiert durch a,, = (—1)". Dann ist a,, divergent, denn angenommen,
es gibe a € Q mit a,, — a (n — oo). Dann gébe es fiir e = 1 ein N € N, so dass
fir alle n > N

la, —al <e=1

ware. Nun wére aber fiir n > N
2= |an_an+1| = |an_a+(a’_an+1)| < |an_a|+|an+1_a| <l+1=2
ein Widerspruch.

Sei
ap=nl=nn—-1)(n-2)---2-1.

Dann divergiert (a,)nen. Genauer gilt: fir jedes M > 0 gibt es ein N € N, so
dass fiir alle n > N gilt: a,, > M. Man nehme dazu N = M. Fiir divergente
Folgen mit dieser Eigenschaft schreibt man oft auch a,, — oo (n — 00) und sagt,
dass a, gegen unendlich divergiert. Entsprechend definiert man Divergenz gegen
—00.

Sei ¢ € Q (bzw. spéter ¢ € R) und a,, = ¢". Dann ist a,, konvergent, genau dann
wenn —1 < ¢ <1 gilt, und

. n 1, g=1
lim ¢" = .
n—00 0’ |q’ <1

Fiir ¢ = 1 ist dies klar. Fiir |q| < 1 ldsst sich |¢|™' = 1+ h mit h > 1 schreiben.
Damit gilt nach Proposition [I.7] fiir n > 2

" =lg|" = (1+h)™ < (14+nh)"".

Der letzte Ausdruck wird fiir grofle n kleiner als jedes vorgegebene e, und damit
konvergiert (a,),en gegen 0. Genauso sieht man, dass fiir ¢ > 1, der Ausdruck
q" groBer als jede vorgegeben Schranke M > 0 wird, wenn n — oo. Schliellich
divergiert auch ¢" fiir ¢ < —1. Fiir ¢ = —1 erhélt man Beispiel 4), und fiir ¢ < —1
gilt: Wiirde die Folge konvergieren, so auch die Folge der Betrige (|¢|")nen, und
wir erhalten eine Widerspruch.

Definition 1.9 Ist (by)ren eine Folge und die Folge S, = Y, _, by konvergent, so
heif$t ihr Grenzwert lim,, o S, = Zzozl b, unendliche Reihe und S,, heifst n-te Par-
tialsumme.

1: 13.04.2015



Mehr zur Konvergenz von Reihen findet man in Abschnitt [I.6] Ein erstes wichtiges
Beispiel wollen wir aber schon jetzt diskutieren.

Proposition 1.10 (Geometrische Reihe) Wenn |q| < 1 gilt, dann konvergiert
Sy = 1_od" und in diesem Fall ist

1
lim S, = ——.
n—o00 1—gq
BEWwWEIs: Es gilt
n n n n+1
(1—(]) qk: qk_qk+lzzqk_zqk:1_qn+l.
k=0 k=0 k=0 k=1
Damit folgt
1 1— qn+1 1 |q|n+1
So— | =l - =
1—g¢q l-¢ 1-q¢ [1—¢

Wegen |¢| < 1 und Beispiel (5) gibt es zu vorgegebenem € > 0 ein NV € N so dass
letzterer Ausdruck fiir n > N kleiner als € wird. Damit folgt die Behauptung. n

Um Grenzwerte von Folgen aus bereits bekannten Grenzwerten zu berechnen, sind
folgende Regeln niitzlich.

Proposition 1.11 Seien (a,), (b,) konvergente Folgen und a = lim, o a,, b =
limy,, 00 b,. Dann gilt

a) lim, o (a, + b,) = a+ b und lim,,_,o(a, - b,) = a-b.
Insbesondere gilt fiir A\, u € Q

lim (Aa,, + pb,) = Aa + ub.

n—o0

b) Falls b+ 0, gilt
lim &2 = ¢
nooo by b

c) Ist a, < b, fir alle bis auf endlich viele n € N, so gilt a < b.
Im letzten Fall kann < nicht durch < ersetzt werden, wie das Beispiel (ay,)neny =

(0, 0, O, .. .), (bn)neN = (%)nEN zeigt.
Fiir den Beweis benotigen wir noch eine Hilfsaussage.

Definition 1.12 FEine Folge (a,)nen heifit beschrinkt, falls es ein M > 0 gibt, so
dass |a,| < M fir alle n € N gilt.

Lemma 1.13 Jede konvergente Folge ist beschrinkt.
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BEWEIS: Sei (ay,)nen eine konvergente Folge und a = lim,, o a,,. Zu € = 1 gibt es
ein N € N mit |a, —a| <1 fiir alle n > N. Damit liegt fiir n > N das Folgenglied a,,
im Intervall [a—1, a+1]. Wir wihlen nun M so grof}, dass [-M, M| D |a—1,a+1] gilt
und dass die endlich vielen Folgenglieder aq, ..., ay_; ebenfalls in [— M, M] liegen.g

BEWEIS: a) Die erste Aussage folgt direkt aus der Dreiecksungleichung. Die zweite
erhélt man mit der Umformung

|ayb, — ab| = |a,b, — ab, + ab, — ab| < |b,||a, — a| + |a||b, — b].

Nun gilt nach Lemma [[.13] dass |b,| < M fiir eine Konstante M > 0 ist. Durch
eventuelles Vergréflern von M koénnen wir auch |a| < M erreichen. Sei nun € > 0
vorgegeben. Wir setzten ¢’ = 55;. Dann existiert aufgrund der Konvergenz von (a,,)
und (b,) ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt:

la, —al <& und |b, —b] <€
Damit folgt fiir alle n > N

lanbn, — ab] < |bullay, —a| + |a|lb, — b < M &'+ M - &' = .

b) Wegen b # 0 gibt es ein N € N mit b,, # 0 fiir alle n > N und die endlich vielen
Folgenglieder b;, ¢ < N darf man auf 1 setzen ohne die Konvergenz zu &ndern. Dann
folgt b) aus a), indem man fiir (b,),en die Folge (b, ') en einsetzt.

c) Wegen a) reicht es zu zeigen, dass aus a,, > 0 fir n > N und lim,,_,, a, = a folgt:
a > 0. Angenommen, a < 0. Sei € = |a|/2. Dann gibt es ein N; > N, so dass fir

allen > Ny gilt |a —a,| <e= L;' Somit liegt a,, im Intervall (a — |a|/2,a + |a|/2),
also gilt insbesondere a,, < —|a|/2 < 0 im Widerspruch zu a,, > 0. -

1.3 Dezimalbriiche

Wir kehren nochmal zu den Dezimalbriichen zuriick und mdochten feststellen, wann
eine Dezimalbruchfolge (S),)nen mit

n
S, = ag, a1asa;3 . . .a, = E ap107%
k=0

agp € Ny, a; € {0,...,9} einen Grenzwert in Q hat. Der Einfachheit halber be-
schranken wir uns auf positive Dezimalbriiche.

Lemma 1.14 Sei (S,),en eine konvergente Dezimalbruchfolge mit Grenzwert S =
§ € Q, S > 0. Falls (S,)nen nicht die Periode 9 hat, ist (S, )nen durch S eindeutig
bestimmt und gleich dem Ergebnis der formalen Division von p durch q.

11



BEwEIs: Fiir das n-te Folgenglied gilt stets S, < S5,, < S, + 107" — 10~ fiir alle
m > n und damit auch nach Grenziibergang m — oo

S, <85S, +107"

Da (S,,) nicht auf die Periode 9 endet, gibt es fiir jedes n € Ny ein € > 0 , so dass
sogar S, < 5 < S, + 107" — ¢, also insbesondere S,, < S < S, + 107" gilt.

Fiir n = 0 ist S,, = ao die eindeutige ganze Zahl mit ay < § < ag + 1. Multipliziert
man dies mit ¢, erhdlt man

p = apq+ 19, miteinem 0 <r7ry<gq— 1.

Fiir n = 1 ist a; die eindeutige Zahl in {0, ..., 9}, so dass ag+ {§ < g <ap+ {5+ %.
Multipliziert man dies mit 10g und setzt die Gleichung fiir p ein, so ergibt sich

10rg = a1q¢ + 71, mit einem 0 <7 < q— 1.

Fir n = 2 ist ay die eindeutige Zahl in {0,...,9} mit ap + 9§ + { < £ < ao +
BtiE+ ﬁ. Multiplikation mit 10?q und Einsetzen der ersten beiden Gleichungen
liefert

1071 = asq 4+ ro, mit einem 0 <71y < g — 1.

In dieser Weise fahrt man fort. Die sich ergebenden Gleichungen fiir a; und r; sind
genau die, die man bei der formalen Division von p durch ¢ erhélt. n

Satz 1.15 FEine Dezimalbruchfolge konvergiert genau dann gegen eine rationale Zahl,
falls sie periodisch oder endlich ist.

BEwEIS: Es sei S, = ag,ajasa3...a, eine positive Dezimalbruchfolge. Falls die
Folge endlich ist, d.h. a,, = 0 fiir alle n > N, dann ist (S,)nen bis auf endlich viele
Terme gleich einer konstanten Folge, also konvergent und der Grenzwert ist rational.
Falls (.5,,) periodisch ist, also von der Form

Sn:ao,al...akbl...bzbl...bg...

so ist der Grenzwert gegeben durch

m

S = gt + 1079, . b, lim > 07y,
m—o0 p
also im Wesentlichen eine geometrische Reihe. Mit Proposition folgt

S = tostr 4 10~ FH0p by

Damit konvergiert (S, )nen gegen eine rationale Zahl.

Nun sei umgekehrt (S,),eny konvergent mit rationalem Grenzwert S = §. Nach
Lemma hat (S,,) entweder die Periode 9 oder die a; entstehen durch formale
Division von p durch ¢. Im letzteren Fall gibt es ¢ Moglichkeiten fiir den Rest 7;,
und sobald sich ein Rest wiederholt, wird die Folge der a; periodisch — falls r; = 0
gilt, bricht sie sogar ab. Insbesondere ist die maximale Lénge der Periode héchstens
q—1 [ ]

12



1.4 Cauchyfolgen und der Korper der reellen Zahlen

Satz zeigt insbesondere, dass alle nichtperiodischen Dezimalbruchfolgen nicht
gegen eine rationale Zahl konvergieren. Um ihnen dennoch einen Grenzwert zuschrei-
ben zu konnen, miissen wir die rationalen zu den reellen Zahlen erweitern, was jetzt
geschehen soll. Die entscheidende Idee ist die Beobachtung, dass der Abstand zweier
Folgenglieder S, S, fiir n,m geniigend grof} beliebig klein wird. Das motiviert die
folgende Definition.

Definition 1.16 Fine Folge (a,)nen heifit Cauchy-Folge, wenn fiir jedes € > 0 ein
N € N existiert, so dass fiir allen > N, m > N qilt

la, —an| < e.

Bemerkung 1.17 Jede konvergente Folge (a,)nen ist eine Cauchyfolge. Denn sei
e > 0. Da (a,) konvergiert existiert zu ¢’ = /2 ein N € N, so dass fiir alle n > N
gilt: |a, — a| < €’. Seien nun n,m > N. Dann gilt also

lan — am| < lap —a| +]a—an| <&+ =¢,
was zU zeigen war.

In R soll nun jede Cauchyfolge einen Grenzwert haben. Um die reellen Zahlen zu
konstruieren, ist die Idee, sich quasi mit dem Schopf aus dem Sumpf zu ziehen und
die Menge aller rationalen Cauchyfolgen selbst zu betrachten. Es sei also

F= {(an)neN | (an)ne ist eine Cauchyfolge von rationalen Zahlen}

die Menge aller rationalen Cauchyfolgen. Fiir zwei Cauchyfolgen a = (a,), b = (b,) €
F ist die Summe
a+b:=(¢y)pey mit ¢, = a, + by,

und das Produkt
a-b:=(dy)peny mit d,, = a,, - b,

wieder eine Cauchyfolge, wie man nachrechnet’] Diese Addition und Multiplikation
machen F' zu einem kommutativen Ring, d.h. F' mit der Addition ist eine kommu-
tative Gruppe, die Multiplikation ist assoziativ und kommutativ mit der konstanten
Folge 1 = (1,1,1,...) als neutralem Element und es gelten die Distributivgesetze.
Desweiteren konnen wir QQ als Teilmenge von F' auffassen, indem wir x € Q mit der
konstanten Cauchyfolge (x,x,z,...) identifizieren, und die gewohnliche Addition
und Multiplikation auf @Q wird unter dieser Identifikation zu der auf F' definierten.
Damit haben wir einen ersten Kandidaten fiir die reellen Zahlen. Allerdings ist der
Ring F' noch kein Kdrper, d.h. nicht jedes Element a # 0 hat ein multiplikatives

3Fiir die Addition ergibt sich dies einfach aus der Dreiecksungleichung, fiir die Multiplikation
muss man erst zeigen, dass Cauchyfolgen beschriankt sind — der Beweis dafiir folgt dem von
Lemma Dann kann man wie im Beweis von Proposition argumentieren.
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Inverses, also ein Element b so dass a-b =1 = (1,1,1,...) gilt. Das Problem liegt
in den Nullfolgen, denn zu a = (+),en miisste das multiplikative Inverse b = (n),en
sein — dies ist aber keine Cauchyfolge.

Die Losung besteht darin, eine geeignete Aquivalenzrelation auf F' zu betrachten

und dann zu der Menge der Aquivalenzklassen iiberzugehen. Es sei
N = {(an)neN € F| lim a, = O}
n—oo

die Teilmenge der Nullfolgen. Zwei Cauchyfolgen a = (a,), b = (b,) nennen wir
aquivalent, falls ihre Differenz eine Nullfolge ist, d.h.

(an - bn)nEN € N.

und schreiben a ~ b in diesem Fall. Zu a € F sei [a] = {b € F | a ~ b} die
Aquivalenzklasse von a, die Menge aller zu a #quivalenten Cauchyfolgen. Es gilt
[a) =a+ N ={a+0b|be N}. Desweiteren sind zwei Aquivalenzklassen entweder
disjunkt oder gleich. Wir betrachten nun die Menge

FIN = {[a] | a € F}
der Aquivalenzklassen.

Proposition 1.18 a) Die Menge F/N wird mit den Verkniipfungen + und - defi-
niert durch

[a] + [b] :=[a+b] wund [a]-[b] :=[a-0]

zu einem Korper. Das Neutralelement der Addition ist [0] = N, das der Multi-
plikation ist [1] =1+ N.

b) Vermoge der Abbildung
r— (z,z,x,...)+ N

kénnen wir Q als Teilmenge von F/N auffassen. Schrinkt man die Verkniipfun-
gen + und - von F/N auf Q ein, so erhdlt man die gewohnliche Addition und
Multiplikation von Q.

BEWEIS: a) Zunéchst ist zu zeigen, dass die Verkniipfungen wohldefiniert sind: Nach
Definition werden [a] und [b] addiert (multipliziert), indem man sich Vertreter a und
b aus den Mengen wihlt, diese addiert (multipliziert) und dann die Aquivalenzklasse
des Ergebnisses bildet. Zu zeigen ist, dass diese Aquivalenzklasse unabhingig von
der Wahl von a und b ist. Seien also ¢’ € [a] und b € [b] andere Vertreter der
Aquivalenzklassen. Dann gilt ¢/ = a + n und ¥ = b+ m fiir Nullfolgen n,m € N
und damit

d+b]=la+n+b+ml=a+b+n+m+ N =][a+].
=N
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Genauso rechnet man dies fiir die Multiplikation nach, wobei man verwenden muss,
dass a-n € N fiir a € FFund n € N gilt.

Die Assoziativitdt und Kommutativitit der Addition und Multiplikation und die
Distributivgesetze ergeben sich durch Nachrechnen direkt aus den Eigenschaften
der entsprechenden Verkniipfung auf F'. Ebenso rechnet man nach, dass [0] und [1]
die entsprechenden neutralen Elemente sind und dass [—a| das additive Inverse zu
la] ist, d.h. [a] + [—a] = [0].

Zu zeigen ist noch, dass jedes Element [a] # [0] ein multiplikatives Inverses [b]
besitzt, d.h. [a] - [b] = [1]. Der Kandidat fiir [b] ist natiirlich b = (a,!),en.

Zunéchst zeigt man, dass aus der Tatsache, dass (a,)nen eine Cauchyfolge und keine
Nullfolge ist, folgt, dass ein N € N und ein M > 0 existiert mit |a,| > M fiir alle
n> N’

Wir setzen b, = a, ! fiir n > N’ und b, = 1 fiir die endlich vielen n < N’. Dann ist
b = (bn)nen eine Cauchyfolge, denn sei € > 0 beliebig vorgegeben. Dann finden wir
einen Index N > N’| so dass fiir n,m > N die Ungleichung |a,, — a,| < & - M? gilt.
Damit ist fiir n,m > N

|b, — b| = |CL;1 —a;ﬂ = \(anam)’l\ Nam — an)| < M2.c.-M?=c¢.

Desweiteren ist a,b, = 1 fiir alle n bis auf endlich viele Ausnahmen, und damit
[a] - [b] = [1].

b) Zu zeigen ist, dass nicht zwei verschiedene rationale Zahlen das gleiche Bild haben.
Seien also z,y € Q, z # y. Dann gilt (z,z,z,...) + N = (y,vy,y,...) + N genau
dann, wenn (z —y,x —y,z — y,...) eine Nullfolge ist. Das bedeutet aber z = y, ein
Widerspruch. Die zweite Aussage folgt direkt aus der Definition. n

Definition 1.19 F/N heifst der Kdrper der reellen Zahlen und wird mit R bezeich-
net.

Um von Konvergenz von Folgen sprechen zu kénnen, benotigen wir auf R eine Ord-
nung, mit deren Hilfe wir dann analog zu QQ einen Absolutbetrag definieren kénnen.
Wir nennen eine Cauchyfolge (a,)nen € F positiv, falls es ein ¢ > 0 und ein N € N
gibt, so dass fiir alle n > N gilt: a,, > . Damit definieren wir wann x < y gelten
soll: Sei z = [a] und y = [b]. Dann gelte

[a] < [b] genau dann, wenn (b, — a,)nen positiv oder eine Nullfolge ist.

Genauso wie oben, muss man wieder zeigen, dass diese Definition wohldefiniert, also
unabhéingig von den Vertretern der Klassen ist und dann nachweisen, dass < alle
Eigenschaften hat, die man schon von Q gewohnt ist. Das wollen wir hier nicht tun,
sondern verweisen auf [Ebb].

Nun kénnen wir von Cauchyfolgen in R (d.h. Cauchyfolgen von Klassen von Cauchy-
folgen!) reden und zeigen:

Proposition 1.20 R ist vollstandig, d.h. in R hat jede Cauchyfolge einen Grenz-
wert.

15



BEWEIS: Nach Konstruktion gilt in R:

(1) Jedes Element « € R ist der Grenzwert einer rationalen Folge 7.

(2) In R hat jede rationale Cauchyfolge einen Grenzwert.

Es sei (o, )nen eine Cauchyfolge von reellen Zahlen. Nach (1) gibt es zu n € N ein
rn € Q mit |, — 1| < % Wir behaupten, dass dann (7,),en eine Cauchyfolge ist.
Denn sei € > 0 und NV so grof}, dass % < %5 und |, — o] < e gilt fiir n,m > N.
Dann gilt fir n,m > N

[P0 = T] < [ = Q| + et = Q| + [etm =7 < 2+ 542 =

Nach (2) hat nun (r,),en einen Grenzwert r € R. Dann konvergiert aber auch
(n)nen gegen 7. Denn sei e > 0. Wir wiahlen N’ so grof}; dass % < %8 und |r, —r| <
%5 fiir alle n > N’ gilt. Damit gilt fiir n > N’

o, — 7| < — 1| +|rn — 7] < 37 +3e=¢. -

Bemerkung 1.21 Alle Definitionen und Rechenregeln, die wir in Abschnitt [I.2] fiir
Q diskutiert haben, iibertragen sich wortwortlich auf R.

In R hat nun jede Dezimalbruchfolge einen Grenzwert, denn sie ist eine Cauchyfolge.
Umgekehrt gilt:

Korollar 1.22 Jede reelle Zahl x ist der Grenzwert einer eindeutig bestimmten De-
zimalbruchfolge, die nicht auf die Periode 9 endet.

BeweEls: Wir konstruieren die Folge (S,,)nen = (ao, @1a2a3 . . . a,)nen folgenderma-
Ben. Es sei

ap € Z mit x € [ag,ap + 1)
a; €{0,...,9} mit z € [ag+ %, ao+ % + 15)
az€{0,...,9} mitze€a+%+%, ao+ %+ %+ z)

Die Folge (S,) = (ag,aias...a,) konvergiert gegen = und mit der gleichen Argu-
mentation wie im Beweis von Satz sieht man, dass die a; eindeutig durch z
bestimmt sind. -

Was bedeutet die Vollstandigkeit von R? Die folgenden vier Sétze, das Intervall-
schachtelungsprinzip, der Satz von BolzandﬂWeierstrafﬂ das Supremumsprinzip
und das Monotoniekriterium liefern alle zur Vollstandigkeit dquivalente Aussagen.
Wir zeigen hier allerdings nur, wie diese aus der Vollstdndigkeit abgeleitet werden
konnen.

4Bernhard Bolzano, 17811848
5Karl Weierstral, 1815-1897
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Definition 1.23 Fine Intervallschachtelung ist eine Folge ([an,by])nen von inein-
ander enthaltenen abgeschlossenen Intervallen

[al,bl] D) [CLQ,bQ] D) [(lg,bg] D
so dass die Intervalllinge b, — a, fiir n — oo gegen 0 konvergiert.

Proposition 1.24 (Intervallschachtelungsprinzip) Zu jeder Intervallschachte-
lung ([an, bn])nen gibt es genau ein x € R mit x € [a,, b,] fir alle n € N.

Zum Beispiel kann man eine Dezimalbruchfolge als Intervallschachtelung
lag, aras . . . an, ag, aras ... ay + 157

auffassen. In diesem Fall ist ihr Grenzwert x = ag, aias. .., die in all diesen Inter-
vallen enthaltene reelle Zahl.

BEWEIS: Wir zeigen zunéichst, dass die Folge der Randpunkte (a,,),en eine Cauchy-
folge ist: Sei € > 0. Dann gibt es wegen b, — a,, — 0 (n — 00) ein N € N, so dass

|bN — (LN| <e€
gilt. Da fiir n,m > N die Intervallgrenzen a,, und a,, in |[ay, by] enthalten sind, gilt
lan, — am| < by —an| < €.

Also ist (a,)nen eine Cauchyfolge und konvergiert somit nach Propositionm gegen
ein x € R. Wegen a,, < b, fiir alle n € N ist z in allen Intervallen [a,, b,] enthalten.
Wire y € R, y # x ebenfalls in allen Intervallen [a,, b, enthalten, so gélte

|$_y|§bn_an

Wegen b, — a, — 0 (n — o0) wire dann |z — y| = 0 und damit x = y, ein
Widerspruch. =

Definition 1.25 Sei nj eine streng mononton wachsende Folge von natiirlichen
Zahlen
ny<ng < ...<ngp<...

und (an)nen eine Folge. Dann heifst (an, )ken Teilfolge von (an)nen-

Ist (a,)nen konvergent, so auch jede Teilfolge, und zwar gegen den gleichen Grenz-
wert.

Satz 1.26 (Satz von Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge hat eine kon-
vergente Teilfolge.
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BEWEIS: Sei (z,)nen eine beschrénkte Folge, also A < z,, < B fiir alle n € N mit
A, B € R. Wir konstruieren eine Intervallschachtelung folgendermaflen. Sei [ay, b;] =
[A, B] und M = 42 In mindestens einem der Intervalle [A, M] oder [M, B] liegen
unendlich viele z,,; wir wéhlen dieses als Intervall [ag, bo]. Genauso sei [as, b3] eines
der Intervalle [ay, 225%2] oder [%2122 b,], das unendlich viele ,, enthélt, usw.

Dies definiert eine Intervallschachtelung, denn b, —a, = 57— (B —A) — 0 (n — 00).

Um eine konvergente Teilfolge zu erhalten wéahlen wir

T, eines der unendlich vielen Folgenglieder in [aq, b1],

Zp, eines der unendlich vielen Folgenglieder in [ay, by] mit ny > ny,
T, eines der unendlich vielen Folgenglieder in [a3, b3] mit n3 > no,
Usw.

Die so konstruierte Folge (x,, )ren ist eine Cauchyfolge, denn sei ¢ > 0 und N, so
groB, dass by — ay < ¢ gilt. Dann gilt fir k,1 > N: z,,, x,, € [ay,by] und damit

[T, — Tpy| < by —any <ce.
Damit konvergiert (z,, )ren nach Proposition [1.20} -

Definition 1.27 Fine Folge (ay,)nen von reellen Zahlen heif$t monoton wachsend
(fallend), falls fiir alle n gilt: a, < apy1 (bzw. an > apeq).

Proposition 1.28 (Monotoniekriterium) FEine beschrinkte, monoton wachsen-
de (fallende) Folge reeller Zahlen hat einen Grenzwert in R.

BEWEIS: Sei (a,)neny monoton wachsend und beschrankt. Dann hat (a,)nen eine
konvergente Teilfolge (a,,) mit Grenzwert x € R. Wir behaupten, dass dann auch
die Folge selbst gegen x konvergiert.

Sei € > 0. Dann gibt es ein K € N, so dass fir alle & > K gilt: |a,, —z| < e. Wir
wéhlen N = ng und wollen fiir alle n > N zeigen, dass |a,, — x| < € gilt. Da ny — oo
gilt, gibt es ein k > K mit ny < n < ngyq und da (ay,)ney monoton wachsend ist,
folgt

Uy, < Ay < Ay, ST

was
la, — x| < |a,, —z| <e¢

impliziert. n

Definition 1.29 Sei M C R. Fine reelle Zahl C > 0 heifst obere (bzw. untere)
Schranke von M, falls fiir alle v € M gilt: x < C' (bzw. x > C'). Euxistiert eine obere
(bzw. untere) Schranke, so heifst M nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt.

Proposition 1.30 (Supremumsprinzip) Jede nach oben (unten) beschrinkte Teil-
menge von R hat eine kleinste obere (grifite untere) Schranke.
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Notation 1.31 Die kleinste obere Schranke von M heif$t Supremum von M, ge-
schrieben sup M. Die grofite untere Schranke von M heifit Infimum von M, ge-
schrieben inf M. Ist M nicht nach oben (bzw. unten) beschrinkt, so schreiben wir
sup M = oo (bzw. inf M = —o0).

BEWEIS: Wir beschranken uns auf den Fall der kleinsten oberen Schranke. Sei Cy
eine obere Schranke von M und x; € M. Wir betrachten %Cl Ist dies eine obere
Schranke von M, so setzen wir x5 := x; und Cy = “;’Cl. Andernfalls gibt es ein
To € M mit zo > % und wir setzen Cy := (. In dieser Weise fahren wir
fort und erhalten eine monoton wachsende Folge (z,,)nen von Elemente von M und
eine monoton fallende Folge (C),),eny von oberen Schranken von M, und es gilt
C, —x, < %%1(01 — z1). Nach dem Monotoniekriterium konvergieren beide
Folgen, und zwar gegen denselben Grenzwert a. Nun gilt a = sup M: Zum einen ist
x eine obere Schranke von M, denn fiir jedes x € M gilt x < €, und damit auch
x < lim,,_, C, = a. Wére a nicht die kleinste obere Schranke, so géibe es ein € > 0,
so dass fiir alle x € M gélte: x < a—e. Damit folgt aber a = lim,, .o z, < a—e < a,

ein Widerspruch. n

1.5 Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen

Wie viele Elemente enthélt R im Vergleich zu N oder Q7 N ist sicher abzahlbar. Wir
konnen aber auch die ganzen Zahlen wie folgt abzéhlen

Z:{ml :O,mg = 1,m3: —1,m4:2,m5: —2,}

Satz 1.32 Q ist abzdihlbar, R st tiberabzdhlbar.

BEWEIS: Der Beweis geht auf Georg Cantmﬁ zuriick. Zur Abziahlung von Q benutzt
man das 1. Cantor’sche Diagonalverfahren und schreibt die positiven rationalen
Zahlen folgendermaflen auf

1 2 3 4
1 1 1 1
\

1 2 3 4
3 3 3 3

NN

Ve
/

AV

=N
=l
=

6Georg Cantor, 1845 — 1918
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Dann streicht man alle Briiche, die mehrfach vorkommen. Um ganz QQ abzuzéihlen
verwendet man denselben Trick wie bei Z.

Um die Nichtabzahlbarkeit von R zu zeigen, benutzt man Cantors 2. Diagonalver-
fahren und argumentiert durch einen Widerspruchsbeweis. Angenommen R wére
abzdhlbar. Dann konnen wir auch die Zahlen im Intervall (0, 1] abzédhlen, z.B. als
Dezimalbriiche

a; = 0,a1a12a13 . ..
ay = 0, ag1a22a23024 - . .
az = 0, az1a32a33034035 - . .

ay = 0, Q41042043044 045 . . .

Nun konstruieren wir folgendermaflen eine Zahl b € (0, 1], die in dieser Abzdhlung
nicht auftauchen kann. Fiir die Ziffern

b == 07 b1b263b4 oo

der Dezimalbruchentwicklung wahlen wir b; = 1, falls a;; # 1 ist und b; = 2, falls
a;; = 1 ist. Dann ist b # a,, fiir alle n. -

1.6 Unendliche Reihen

Im letzten Abschnitt wollen wir noch kurz unendliche Reihen und deren Konvergenz
diskutieren.

Lemma 1.33 Wenn die unendliche Reihe Y -, a) konvergiert, dann ist (ay)ken
eine Nullfolge.

BEWEIS: Wenn der Grenzwert der Folge S, = > ,_, a; existiert, so ist (S, )nen eine
Cauchyfolge. Deshalb gibt es zu € > 0 ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt

|Sn — Snfly <eg.
Andererseits ist S, — S,,—1 = a,, und damit (a,),en eine Nullfolge. =

Umgekehrt folgt aus der Tatsache, dass (a,),en eine Nullfolge ist, nicht, dass > | a,
existiert.

Proposition 1.34 Die harmonische Reihe

i1—1+1+1+1+ 1
~k 2 3 4 o

st divergent.
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BEWwWEIs: Es gilt

1 _ 3

1+35 =3

1,1 1 _ 1

sti>23 =3

1,1 .,1,1 1 _ 1

stetrts>4 3 =3

1 1 1 m .1 _ 1

il Tz T T > 20 =3
Also ist die 2™-te Partialsumme Som = Z;% > %m + 1. Damit divergiert die
Teilfolge (Sam )men, und deshalb auch die Folge der Partialsummen selbst. =

Bemerkung 1.35 Ersetzt man % durch k% oder allgemein durch % fiir ein r >
2, dann konvergiert die Reihe Y ;- -&. Zur Konvergenz von Y ° a, muss das
Reihenglied a,, also “schnell genung* gegen 0 konvergieren.

Eine weitere wichtige Reihe ist die Exponentialreihe. Zu n € Ny sei
nl=nn—-1)(Mn-2)---2-1,
die Fakultit von n, wobei 0! = 1 gesetzt wird. Es ist
1'=1, 21=2, 31=6, 4l =24, 5! =120, ...

Proposition 1.36 Die Reihe

[e.o]

}:1<—1+1+1 Ly o4
n! 2 3.2 4-3.2 77 pl

n=0

konvergiert. Thr Grenzwert e = 2, 71828 ... heifst Euler’scheﬂ Zahl.

BEwWEIs: Es gilt

|

—_

Il
Ll g
A

*®
|
N o
N

"Leonhard Euler, 1707 — 1783
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und damit

2

N

n:l

:l,_.

wobei wir im letzten Schritt Proposition fiir den Grenzwert der geometrischen
Reihe verwendet haben. Damit ist die Folge der Partialsummen (Sy)yen beschréankt
und monoton wachsend, also konvergent nach dem Monotoniekriterium [1.28 Insbe-
sondere haben wir auch e < 3 gezeigt. n

1 n
e = lim <1 + —>
n—o0 n

BEWEIS: Sei a, = (1+ )" und S, = Y} #. Nach der allgemeinen binomischen
Formel gilt

3
Il
=)

Lemma 1.37 FEs gilt

1\" a n! 1
(13) - S
:i 1 nn—1Mn-2)---(n—(k+1))

k! n-n
k=0 ——"
k—mal
"1 1 2 k41
— (1= Y1 =2Y)...(1 =
S =)= D) (=)
k=0
< —=5,<1lim S, =c¢
k! Nn—00
k=0

Daraus folgt a,, < e. Andererseits ist (a,),eny monoton wachsend, denn

-2y - <o —u- o= 2

n n n n+1
fir k£ € {0,...,n} und der Term fiir £k = n+ 1 ist positiv. Aus dem Monotoniekrite-
rium folgt, dass a, — a (n — o0) fiir ein a € R gilt. Wegen obiger Ungleichung
ist a < e. Zu zeigen ist also noch a > e. Fiir n > m gilt

)

=Y = )= 2=
>3 - -2y -t

Die letzte Summe konvergiert fiir n — oo gegen .S,,,. Damit gilt a = lim,, .o, a,, > S,
fiir jedes feste m € N und damit auch fiir den Grenzwert a > lim,,,_o S,, = €, also
insgesamt a = e. [
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Allgemein kann man folgendes Konvergenzkriterium fiir unendliche Reihen zeigen.

Proposition 1.38 (Majorantenkriterium) Es scien (30 ) ven, (300, yn) e
zwet Reihen, und y, > 0 fir alle n € N.

a) Wenn fir alle n € N gilt: |x,| <y, und wenn der Grenzwert ) > | y, existiert,
so konvergiert auch die Reihe ZnNzl T

b) Wenn fir allen € N gilt: x,, > y,, und die Reihe 27]:[:1 Yn divergiert, so divergiert
auch die Reihe S0 x,.

BEWEIS: a) Es seien S, = >}z, und T, = > 7, yp. Fiir n,m € N mit n > m
gilt wegen der Dreiecksungleichung und |zx| < ys:

k=m+1 k=m-+1 k=m+1

Da (T,)nen konvergiert, also eine Cauchyfolge ist, gibt es zu € > 0 ein N € N, so
dass fiir n,m > N gilt:
T, — Tl <e.

Ohne Einschréankung sei n > m, sonst vertauschen wir die Rollen von n und m.
Damit ist fiir n,m > N auch |S,, — S,,| < ¢, also (S,)nen eine Cauchyfolge und
damit konvergent.

b) folgt aus a): Wére (D>°)_; Zx)nen konvergent, so auch (31—, Yk )nen- -
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Stetige Funktionen

Definition 2.1 Es sei D C R. FEine Funktion ist eine Abbildung f : D — R. D
heif$t der Definitionsbereich von f und f(D {y eR|y= f(z) fireinx € D}
heifst das Bild von f.

Der Definitionsbereich wird bei uns fiir gewohnlich ein Intervall (offen, abgeschlossen
oder halboffen) oder eine endliche Vereinigung von Intervallen sein. Dabei seien auch
die folgenden Intervalle zugelassen:
(—00,a) :={z €eR |z <a} (—o0,a] :=={zeR |z <a}
(a,00) :=={z eR |z >a} [a,00) ;== {z €eR |z >a}
und (—o0, 00) := R.

Funktionen mit unterschiedlichen Definitionsbereichen sind verschieden, auch wenn
sie die gleiche Abbildungsvorschrift haben sollten. So ist

R—R, 2z a°

eine andere Funktion als
[0,00) = R, x4+ 2?

denn die erste ist nicht injektiv, da f(x) = f(— ) gilt, d1e zweite dagegen schon.
Denn selen z,y € [0,00) und es gelte f(z) = 2% # y* = f(y). Dann folgt 0 =
—y? = (z —y)(z +v), also = £y und wegen yZ() damltx—y

Beispiel 2.2 (1) Sei ¢ € R. Die durch
fR=R, zw— f(z)=c
definierte Funktion ist konstant. Wir schreiben dafiir f = c. Insbesondere ist
fR) ={c}.

(2) Die durch
fRSR - flz)==x

definierte Funktion heif3t identische Funktion oder Identitdt.

(3) Die Identitét ist ein spezieller Fall von Polynomfunktionen, das sind Funktionen
der Art
f R=R, x0 flx)=a¢+ax+aa®+...+aa"
mit vorgegebenen aq, ..., a, € R. Z.B. ist x — 2° + 423 — 22 eine Polynomfunk-
tion.

(4) Noch allgemeiner kénnen wir aus zwei Polynomfunktionen f, g mit g #Z 0 die
rationale Funktion

~~

(z)
(x

F:Dp—R, zw— F(z)=

~—

Q
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bilden. Diese ist allerdings so nur auf der Menge Dp = {z € R | g(z) # 0}
definiert. Z. B. ist x — % eine rationale Funktion mit (maximalem) Definitions-
bereich D = R\{0}.

(5) Die Funktion
—1 <0
FiRoR, ze—4{ 0"
1, x>0

heifit Heaviside-Funktiont|

Funktionen kann man addieren und multiplizieren und in bestimmten Féllen inein-
ander einsetzen.

Definition 2.3 Seien f : Dy =+ R, g : Dy — R zwei Funktionen. Falls Dy = D, =:
D qilt, definieren wir

f+g:D—=R, z f(x)+g) und  f-g:D—=R, xw f(z) g(x).
Gilt f(Dy) C Dy, so kann man auch die Hintereinanderausfihrung
gof:D—=R, xwg(f(z))
definieren.

Eine der wichtigsten Eigenschaften von Funktionen ist die Stetigkeit. Anschaulich
soll eine Funktion stetig sein, wenn man sie “mit einem Mal ohne Abzusetzen”
zeichnen kann, wenn sie also keine Sprungstellen besitzt. Eine formale Definition der
Stetigkeit hat Mathematiker einige Zeit beschéaftigt. Mittlerweile hat sich folgende
“e-0-Definition” durchgesetzt.

Definition 2.4 FEine Funktion f : D — R heifit stetig in x € D, falls zu jedem
e >0 ein d > 0 existiert, so dass

fir alley € D mit |y — x| <6 gilt: |f(z) — f(y)| <e.
Eine Funktion heifst stetig, falls sie in jedem x € D stetig ist.

Anders gesagt: Zu jeder vorgegebenen “Toleranz” ¢ > 0 konnen wir ein 6 > 0
garantieren, so dass fiir alle y mit Abstand kleiner als ¢ zu x der Funktionswert f(y)
um weniger als € von f(z) abweicht.

Beispiel 2.5 Die konstante Funktion f = c ist stetig, ebenso wie die Identitét
f(z) = x. Im ersten Fall kann man ¢ beliebig wéhlen, denn |f(z)— f(y)| = |c—¢| = 0.
Genauso rechnet man nach, dass man im zweiten Fall 6 = ¢ wéhlen kann.

80liver Heaviside, 1850-1925

25

4:04.05.2015



Ein gutes Kriterium zum Testen, ob eine Funktion stetig ist, liefert der folgende
Satz.

Proposition 2.6 Fine Funktion f : D — R ist genau dann stetig in x € D, wenn
fiir jede Folge (xp,)neny mit x, — = (n — 00) und x,, € D fir alle n € N gilt:

lim f(x,) = f(x).

n—oo
BEWEIS: Sei f stetig in x € D und (x,,)nen eine Folge in D mit Grenzwert x. Nach
Voraussetzung gibt es zu vorgegebenem ¢ > 0 ein 0 > 0, so dass fiir alle y € D mit
|z —y| < 0 gilt, dass

[f(@) = fly)l <e

ist. Da x,, = = (n — o0) gilt, gibt es zu § > 0 einen Index N € N, so dass fiir alle
n>N
|z, — 2| < ¢

gilt. Dann gilt aber (mit y = x,, in der obigen Aussage) auch |f(z) — f(z,)| < € fur
alle n > N, was genau die Definition von f(x,) — f(z) (n — oo) ist.

Fiir die andere Implikation, ist vorausgesetzt, dass fiir jede Folge x,, — = (n — o)
auch f(z,) — f(x) (n — oo) gilt, und zu zeigen ist, dass f stetig ist. Angenommen
f wiére nicht stetig. Dann gébe es ein € > 0, so dass die Aussage aus der Stetigkeit
verletzt wére, d.h.

zu jedem 6 > 0 finden wir y € D mit |z —y| <, aber |f(z) — f(y)| > €.

Wir wihlen § = % und erhalten also zu jedem n € Neiny, € D mit [z—y,| < 0 = %,
aber |f(z) — f(yn)| > . Damit konvergiert die Folge (y,)nen gegen x fiir n — oo,
aber (f(yn))nen konvergiert nicht gegen f(z), ein Widerspruch. n

Mit dieser dquivalenten Beschreibung von Stetigkeit zeigt man unter anderem unter
Benutzung von Proposition leicht, dass folgende Rechenregeln gelten.

Proposition 2.7 Sind f,g: D — R stetig, so auch
f+yg und f-g.

Gilt g #£ 0, so ist

i:ﬁ—ﬂR, xH@, wobeiﬁz{xED]g(x)#O}
g 9(x)
stetig.
Sind f: Dy -+ R, g: D, — R stetige Funktionen mit f(Dys) C D,, so ist
gof
stetig.
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BEWEIS: Exemplarisch beweisen wir, dass f + ¢ stetig ist, falls f und g stetig sind.
Sei € D und (x,)nen eine beliebige Folge in D mit Grenzwert x. Nun gilt nach
Proposition und aufgrund der Stetigkeit von f und g

Tim (f +g)(z) = Tim f(zn) + g(2n) = f(2) + g(z) = (f + 9)(2)
und damit nach Proposition 2.6] dass f + g in x stetig ist. n

Beispiel 2.8 (1) Die Funktion f : R — R, x ~ x? ist stetig. Allgemein sind
Polynomfunktionen und auch rationale Funktionen auf ihrem Definitionsbereich
stetig. Dies folgt sofort aus Proposition [2.7]

(2) Die Funktion R — R,z + |z] ist stetig. Denn fiir jede Folge (2,)nen mit Grenz-
wert x € R gilt nach der umgekehrten Dreiecksungleichung (1.4

F(@) = flaa)l = |2l =[]

und damit f(x,) — f(z) (n — o0).

<l|lt—xz,| >0 (n— o0)

(3) Die Heaviside-Funktion ist nicht stetig in = 0, denn fiir (2, )pen = (=2 )nen
gilt f(z,) =—1— —1 (n — 00), aber f(0) =1 # —1.

(4) Zu x € R sei |z| = [z] die groBte ganze Zahl < z. Die Gauf-Klammer ist die
Funktion R — R, z + |x]. Sie ist auf jedem Intervall (n,n+1), n € Z konstant,
also stetig. In n € Z ist sie aber unstetig, denn sei (g )reny = (n — %)keN. Dann
gilt

lim |z =n—1%# | lim x| = [n] =n.
k—oo k—o0

Ein erster wichtiger Satz iiber stetige Funktionen ist der Zwischenwertsatz, der die

Anschauung widerspiegelt, dass man stetige Funktionen “ohne Abzusetzen” zeichnen

kann.

Satz 2.9 (Zwischenwertsatz) Sei D = [a,b] ein Intervall und f : D — R ei-
ne stetige Funktion. Sei y eine reelle Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann ezisitert
(mindestens) ein £ € D, a < & < b, so dass f(§) =y gilt.

BeEwEIs: Wir betrachten nur den Fall f(a) < f(b). Den anderen erhilt man dar-
aus durch Betrachten der Funktion —f. Wir konstruieren £ mittels einer Intervall-
schachtelung. Sei ag = a, by = b und My = %’. Falls f(My) = y ist, sind wir fertig.
Andernfalls sei

la1,b1] = [ag, Mp], wenn f(a) <y < f(M)
[a1,b1] = [Mo, bo], wenn f(M) <y < f(b)

Anschliefend halbieren wir [a, b;] und erhalten auf die gleiche Weise wie eben ein
Intervall [ag, bo] mit f(az) <y < f(by), usw.
Fiir die so erhaltene Folge ([ay, by])nen gilt

by — an = 57(b—a) — 0 fiir n — oo,
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und damit ist ([a,, b,])nen eine Intervallschachtelung. Nach Proposition gibt es
ein £ € R mit £ € [ay, b, fir alle n € N. Fur dieses gilt f(§) = lim, o f(an) =
lim, 00 f(bn) = y. n

Beispiel 2.10 Sei « > 0, m € N und f die Funktion f: R — R, x — 2™ — a. Wir
wollen zeigen, dass die Gleichung f(z) = 2™ = « genau eine Losung y > 0 hat. Ist
a € (0,1], so gilt

f(0)=—a<0 und f(l)=1—-a>0
Da f stetig ist wird der Zwischenwert 0 nach dem Zwischenwertsatz angenommen,
also existiert eine Losung y € (0, 1]. Ist a > 1, so ist

f0)=—-a<0 und f(a)=a" —a=al@™'-1)>0.

Aus der Stetigkeit von f und dem Zwischenwertsatz folgt wieder, dass eine Losung
y € (0, a] existiert.

Die Losung y ist auch eindeutig. Denn seine y;, yo > 0 zwei Losungen von z™ = a.
Dann gilt (%)m = 1. Ist y; # o, also z.B. z—; > 1, so ist nach Bemerkung d)
auch (%)m > 1. Also muss y; = y» gelten.

flz)=2a2m—«

Abbildung 1: f(z) = 2™ — « hat fiir 0 < a < 1 eine Nullstelle in (0, 1)

Notation 2.11 Die eindeutige positive Lisung von ™ = « aus Beispiel [2.10 be-
zeichnen wir mit ¥/a.

Korollar 2.12 Sei D ein Intervall und f : D — R stetig. Dann ist f(D) ein
Intervall.

BeweEis: Wir setzen A = inf f(D) und B = sup f(D), wobei die Werte —oo und
oo zugelassen seien, wenn f(D) nicht nach unten, bzw. oben beschrénkt ist. Dann
gilt (A,B) C f(D), dennsei A <y < B,also A+¢ <y < B —e¢ fiir ein ¢ > 0. Da
A kleinste untere Schranke von f(D) ist, gibt es ein @ € D mit f(a) < A+ < y.
Genauso gibt es ein b € D mit y < B — ¢ < f(b). Aus dem Zwischenwertsatz folgt,
dass ein x € D mit f(x) = y existiert. Damit ist f(D) eines der Intervalle

(A,B), [A,B), (A,B], oder[A,B]

je nachdem, ob das Infimum, bzw. Supremum als Funktionswert angenommen wird.g
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Proposition 2.13 Sei f : D — R stetig und D = [a,b] € R. Dann ist f(D)
beschrinkt. Aufserdem nimmt f sein Mazimum und Minimum auf D an, d.h. es gibt
Tmax € D und ein xyym € D, so dass f(Tmax) = sup f(D) und f(Zmim) = inf f(D)
qgilt.

BEWEIS: Angenommen, f(D) wére nicht beschréinkt. Dann gébe es eine Folge (2,)nen
in D, so dass |f(x,)] > n gilte. Da a < z,, < b gilt, gibt es nach dem Satz von
Bolzano-Weierstraf[1.26]eine konvergente Teilfolge (2, )ren mit Grenzwert = € [a, b].
Damit gélte wegen der Stetigkeit limy_,o f(xn,) = f(x), also wire f(z,, ) insbeson-
dere nach Lemma beschrénkt, im Widerspruch zu | f(z,, )| > ns.

Wir betrachten ohne Einschrénkung die Aussage fiir das Maximum. Sei B = sup f(D).
Nach Definition des Supremums finden wir eine Folge (y,)neny in f(D), so dass
Yn = B (n — o0) gilt. (Zun € N gibt es ein y,, € D, so dass B — + <y, < B ist.)
Sei x, € D ein Element mit f(x,) = y,. Die Folge (x,)nen ist beschriankt, also gibt
es eine konvergente Teilfolge (z,, )reny mit Grenzwert in D. Da f in D stetig ist und
Teilfolgen von konvergenten Folgen denselben Grenzwert haben, gilt

Sl o) = Jim f(@n) = Jim yo,) = 1 g = B
Damit ist Zpmax = limg_00 2, € D die gesuchte Maximalstelle von f. n

Bemerkung 2.14 Der Satz stimmt nicht mehr, wenn D nicht abgeschlossen oder
nicht beschrankt ist, wie man z.B. an

f:(0,1) >R, z~—1 oder f:[0,00) >R, z+—ux

sieht.
5:11.05.2015

Falls eine Funktion f : D — R injektiv ist, so hat die Gleichung y = f(x) fur
vorgegebenes y € f(D) genau eine Losung z € D. Wir kénnen also eine Funktion

fD) =R, y—wx,  mit flz)=y
definieren. Diese Funktion heifit Umkehrfunktion und wir mit f~1 bezeichnet.ﬂ

Definition 2.15 Fine Funktion f : D — R heif§t streng monoton wachsend (bzw.
streng monoton fallend ), falls fir alle z,y € D mit x <y gilt:

flx) < fly)  (bzw. f(x) > f(y))

Eine streng monotone Funktion ist offenbar injektiv, hat also eine Umkehrfunktion.

Proposition 2.16 Sei f : D — R stetig und streng monoton wachsend (bzw. fal-
lend) und D ein Intervall. Dann ist die Umkehrfunktion f=' ebenfalls stetig und
streng monoton wachsend (bzw. fallend).

9 Achtung: Man verwechsle f~!(z) nicht mit f(z)~! = f(lz)-
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Die Voraussetzung, dass D ein Intervall ist, ist notwendig. Man betrachte z.B. auf
D =10,1) U2, 3] die Funktion

x, falls 0 <z < 1

f:D—=R, x— .
r—1, falls2<x <3

Dann ist f stetig und streng monoton wachsend mit Bild [0,2], aber die Umkehr-

funktion ist

x, falls 0 <z < 1

10,2 =R, x> .
r+1, falls1 <z <2

Diese hat offensichtlich an der Stelle x = 1 eine Sprungstelle. Genauer gilt fiir die
Folge (,)nen = (1 — %)neN, dass

lim f'(x,) = lim 1 — L=1471)=2

n—o0
Damit ist nach Proposition die Funktion f~! bei = 1 nicht stetig.

BEWEIS: Wir betrachten nur den Fall, dass f streng monoton wachsend ist. Dass
die Umkehrfunktion f~! streng monoton wachsend ist, ergibt sich direkt aus der
strengen Monotonie von f. Desweiteren ist f(D) nach Korollarein Intervall. Sei
f~': f(D) = R die Umkehrfunktion zu f und y € f(D) zunichst kein Randpunkt
von f(D). Sei € > 0 vorgegeben und ohne Einschrankung so klein, dass das Intervall
(x —e,x +¢) mit x = f~'(y) ganz in D liegt. Wir setzen y; = f(z — ¢) und
y2 = f(x + ¢). Da f streng monoton wachsend ist, gilt y; < y < yo. Wir wéhlen
d > 0so, dass (y—3d,y+9) C (y1, y2) gilt. Dann gilt fiir ¥’ € D mit |y —y'| < 9, dass

r—e=fy) <N y=0)<fMY)<fTMy+0) < fHy) =x+e

gilt, und damit |f~*(y) — f~1(y/)| < e.
Fiir die Randpunkte kann man &hnlich verfahren, indem man halboffene Intervalle
betrachtet. -

Beispiel 2.17 Fiir m € N ist die Funktion f : [0,00) — [0,00),  +— 2™ streng
monoton wachsend und stetig, also auch die Umkehrfunktion

f71:[0,00) = [0,00), T Yz
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Yo -

y—0—1
y 1
y—0—+
Y

|
x—e! ! 'x+¢€
x

Abbildung 2: Beweis von Proposition [2.16]

Abbildung 3: f(z) = 22 und ihre Umkehrfunktion f~!(z) = /z
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3 Trigonometrische Funktionen

3.1 Die Zahl 7

Die Lénge einer geraden Strecke ist einfach zu messen: Man kann sie direkt mit
der entsprechenden Strecke auf dem Zahlenstrahl vergleichen. Wie aber misst man
die Lénge einer gekriimmten Strecke? Eine allgemeinere Antwort wollen wir spéter
mittels Differentialrechnung geben. Hier wollen wir uns aber schon mit der Lénge
einer Strecke auf einem Kreis und speziell mit dem Umfang eines Kreises mit Radius
r beschéaftigen.

Abbildung 4: Approximation des Kreises durch regelméflige m-Ecke

Die Idee zur Messung des Umfangs besteht darin, die Kreislinie durch immer kiirzere
gerade Streckenstiicke anzunéhern, deren Linge wir bestimmen konnen. Der Ein-
fachheit halber nehmen wir hierzu das regelméfiige m-Eck. Die Seitenlénge s,, ist
aufgrund des Strahlensatzes proportional zum Radius r. Damit ist auch der Umfang
U,, = m-s,, des m-Ecks proportional zu r. Im Grenzwert konvergiert dieser Umfang
Up (zumindest anschaulich) gegen den Umfang U des Kreises mit Radius r, woraus
folgt, dass U = ¢ - r mit einem ¢ > 0 gilt.

Wir definieren

7T:§

als den halben Umfang. Insbesondere ist 7 der halbe Umfang des Einheitskreises.
Ahnlich kann man eine Formel fiir den Flécheninhalt des Kreises mit Radius r
herleiten. Der Fliacheninhalt des regelméafligen m-Ecks ist

_ 1
A =m - 58m Iy
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wobei %hmsm der Fldcheninhalt eines der m Dreiecke ist, aus denen das regelméflige
m-Eck besteht, also h,, die Hohe. Nun gilt fiir m — oc:

hyp =7 und m-s, > U
woraus sich fiir den Fléacheninhalt A des Kreises mit Radius r ergibt:

A:%-T-U:WTQ.

2n+1
Son
A B
C
E

Abbildung 5: Berechnung der Seitenldnge son+1 aus son

Um 7 néherungsweise zu bestimmen, beschrinken wir uns auf den Fall m = 2.
Zur Approximation konnen wir das einbeschriebene regelméfiige 2"-Eck und das
umbeschrieben regelméflige 2"-Eck verwenden. Fiir n = 2, also das Quadrat, erhélt
man so fiir 27 die Abschétzung

42 = 5.65685... < 21 < 8.

Die Seitenliinge sont1 des regelmifligen 2" "1-Ecks kann man aus der Seitenlidnge syn
des regelméfligen 2"-Ecks bestimmen. Das Dreieck ABD ist nach dem Thalessatz
rechtwinklig. Wegen AB = 2 gilt mit dem Satz von Pythagoras AD = \/ 4— 531,
und damit fiir den Fldcheninhalt von ABD

l— —— 1
5AD - BD = S sy \/4— 851 =
2

S§n+1(4 _'8§n+1) = Son

R Son

B-CD=—=.
2

DO | —

Damit folgt

also geniigt s3,., der quadratischen Gleichung

2% — 4x + 85, = 0
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woraus
2
32n+1 == 2 j: 4 — S%n

82n+1 = \/2_ \/4_8%71

folgt. Fiir die ersten Folgenglieder berechnet man

also wegen sgn+1 < 2

&

Sq4 =

s16=1/2—1/4—s2=1/2—1/2+V2

S30 = 1/2 — 4—3%6:\/2— 2+1/2+V2

Son = 2—\/2+\/2+\/...—|—\/§ mit (n — 3) + -Zeichen

Damit erhélt man fiir 7 die Ndherungen

% - Son - 2"
2.8284271247
3.0614674589
3.1214451522
3.1365484905
3.1403311569
3.1412772509
3.1415138011

0 J O Ot = w N3

Bemerkung 3.1 Man kann zeigen, dass die Zahl 7 irrational und sogar transzen-
dent ist. Eine Zahl o € R heifit transzendent, wenn es keine Polynomfunktion
f(x) = ap + a1r + asz? + ... a,x" mit Koeffizienten a; € Q (und nicht alle 0)
gibt, so dass f(a) = 0 gilt. Andernfalls heiit a algebraisch. Zum Beispiel ist o = v/2
algebraisch, denn f(z) = 22 — 2 ist eine Polynomfunktion mit Nullstelle v/2.

Dass 7 transzendent ist, wurde erstmals 1882 von Ferdinand Lindemann (1852-1939)
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bewiesen. Insbesondere bedeutet dies die Unmoglichkeit der Quadratur des Kreises:
Es gibt kein Verfahren, mit dem man mit Zirkel und Lineal aus einem Kreis ein Qua-
drat mit gleichem Fliacheninhalt konstruieren kann. Gébe es ein solches, so miisste
man die Seitenlinge /7 des Quadrats mit Zirkel und Lineal konstruieren kénnen. Da
alle Langen, die man mit Zirkel und Lineal konstruieren kann, algebraische Zahlen
sind, wire /7 algebraisch und damit auch .

3.2 Winkelmessung im Bogenmaf

Um Winkel zu messen verwendet man in der Analysis kein Grad, sondern das Bo-
genmaf. Die Grofle des Winkels wird also durch die Lange des entsprechenden Kreis-
bogensegments auf dem Einheitskreis angegeben.

Grad ‘360O 180° | 90° | 60° | 45° | 30°

Bogenmaﬁ‘ 2w ‘ T ‘ z ‘

Allgemein gilt

a Grad entspricht o - % im Bogenmaf

180
¢ im Bogenmafl entspricht ¢ - — Grad
T

3.3 Die trigonometrischen Funktionen: Sinus, Cosinus und
Tangens

Zu einem Winkel o € (0, ) sei A(ABC') ein rechtwinkliges Dreieck mit Innenwinkel
a bei A. Dann ist der Sinus von « definiert als

) Linge der Gegenkathete
sin(a) =

Linge der Hypotenuse

Dieses Verhiltnis &ndert sich nicht, wenn man zu einem &hnlichen Dreieck iibergeht
—und da alle rechtwinkligen Dreiecke mit festem Winkel o &hnlich zueinander sind,
héngt diese Definition nicht von der Wahl des Dreiecks ab. Man darf das Dreieck
also so normieren, dass gilt

e A ist der Nullpunkt,

e (' ist der Punkt auf dem Einheitskreis mit Abstand « im Bogenmaf} von (1, 0)
und positiver y-Koordinate,

e B ist der LotfuBBpunkt von C' auf die z-Achse.
Dann ist sin(«) die y-Koordinate der Ecke C'. Genauso definieren wir

_ Lénge der Ankathete
~ Linge der Hypotenuse'

cos()
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sin o

tan o =
COS (v

sin o

Al cosa B

Abbildung 6: Sinus, Cosinus und Tangens

Dann ist cos(a) die z-Koordinate des Punktes C.
Desweiteren definiert man den Tangens von « als Verhéltnis

tan(a) Lange der Gegenkathete  sin(«)
an(a) = = _
Lénge der Ankathete cos(a)

Den Tangens kann man mittels Strahlensatz ebenfalls am Einheitskreis ablesen.
Daneben gibt es noch den Cotangens, definiert als
cos() 1

cot(a) = sin(a) - tan(a)

Man erweitert den Definitionsbereich von sin und cos auf « € [0,27], indem man
sin und cos als y- bzw. z-Koordinate eines Punkts auf dem Einheitskreis definiert.
Da

sin(0) = sin(27) = 0, cos(0) = cos(2m) =1
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gilt, kann man sin und cos sogar auf ganz R fortsetzen, indem man sie als 27-
periodische Funktionen auffasst.

sin(a)
AN _/7<()

|
IE
IE

)

Abbildung 7: Sinus, Cosinus als Funktionen von a@ € R

a | cos(a) | sin(a)
il BVE] 1
6 2 2
T V2 V2
1 2 2
T 1 V3
3 2 2
=l o 1

Tabelle 1: Einige wichtige Werte von cos und sin

Durch Drehung um den Ursprung um 7, bzw. 7 sieht man, dass insbesondere gilt:
(3.1) cos(a + §) = —sin(a) sin(a + §) = cos(a)
(3.2) cos(a+ ) = — cos(a) sin(a + ) = —sin(«)

Desweiteren sieht man durch Spiegelung an der z-Achse: cos ist eine gerade Funktion
und sin ist eine ungerade Funktion, d.h.

(3.3) cos(—a) = cos(a)
(3.4) sin(—a) = —sin(a)
Aus der Definition und dem Satz des Pythagoras folgt sofort.

Satz 3.2 Fira € R gilt
cos’a +sina =1

Satz 3.3 (Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus) Seien «, 5 € R. Dann
qgilt

(3.5) cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(3)
(3.6) sin(a + ) = sin(«) cos(B) + cos(a) sin(3)
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Insbesondere gelten die Halbwinkelformeln

1 — cosa = 2sin? (%), 1 4 cosa = 2cos? <%>
6:18.05.2015

BEWEIS: Wir beschrénken uns auf den Fall a, 8, a + 8 € [0, 7). Den allgemeinen
Fall erhélt man mit den Formeln (3.1)). Aus Abbildung |§| erhélt man

B cosa = sin cos «

Il
O

= 0B sina = cos #sin «

cos v = cos 3 cos a
B =@Bsina = sin fsina

RN
Il
S

Il
s

Damit folgt

— RS = cos S cosa — sin B sin «

o
&l

cos(a + 3) =0R =

und

sinfa+ ) =QR = QA+ AR = sin  cos a + cos B sin av.

- Q
a
C
A
g
\ OaR ST/

Abbildung 8: Beweis der Additionstheoreme

Lemma 3.4 Fira e R gilt

(3.7) |sina| < |af
o?

(3.8) 1—7gcosa§1

und fir |a| < 5 gilt:
la] < |tan(a)|.
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BEWEIS: Wegen |sina| < 1 geniigt es die erste Ungleichung fiir || < § zu zeigen.

Zum Beweis in diesem Fall appelieren wir an die Anschauung, dass die Bogenlidnge

la| groBer ist als die Seitenlinge BC in Abbildung |§| Die dritte Ungleichung, dass

die Bogenlinge |a| kleiner ist als die Linge |tan(a)| folgt genauso. Die zweite Un-

gleichung folgt aus der ersten mit den Halbwinkelformeln:
!

2
Ogl—cosoz:QSirP(g) §2<—> = —a“.
2 2

Proposition 3.5 sin und cos sind in jedem Punkt in R stetig.

BEwEIS: Wir zeigen zunéchst, dass sin und cos stetig in 0 sind. Denn sei (av,)nen
eine beliebige Nullfolge. Dann gilt wegen Lemma

| sin(a,)| < |an| — 0 (n — 00),
0 = sin(0) und

also lim,, . sin(a,)
| cos(ar,) — cos(0)| = | cos(ay,) — 1] < 1a2 =0 (n — 00),
also lim,,_,~ cos(ay,) = cos(0). Der allgemeine Fall folgt nun mit den Additionstheo-
remen [3.3] Sei @ € R und (e, ),en eine Folge in R mit Grenzwert o. Dann gilt
| sin(av,) — sin(a)| = | sin(a,, — o + a) — sin(«)|
= |sin(a,, — a) cos(a) + cos(a,, — ) sin(a) — sin(a)|

< |sin(a, — a)| | cos(a)| + | cos(ay, — ) — 1| | sin |
— ~ -

—0 :>r0
und damit insgesamt lim,, . sin(q,,) = sin(a). Fiir cos kann man eine #hnliche
Rechnung machen, oder man benutzt, dass cos(a) = sin(a + §) gilt. -

Satz 3.6 (Sinus- und Cosinussatz) Fir ein Dreieck mit Winkeln o, 5, v und
gegeniiberliegenden Seiten mit Lingen a, b, ¢ gilt:

sinaw  sinf  sinvy

3.9
(39) a b c
(3.10) & =a® + b* — 2abcosy
BEWEIS: Aus Abbildung [J] sieht man — zumindest, wenn das Dreieck spitzwinklig
ist —

h. =bsina = asin 3
woraus die erste Gleichung des Sinussatzes direkt folgtm Die zweite erhélt man
unter Verwendung einer der anderen Hohen. Desweiteren gilt nach dem Satz des
Pythagoras

b = 2 + k2, a®=(c—x)*+h?
woraus mit h. = cosy1b = cosyia und x = sin~y;c¢, ¢ — x = sinyya folgt:
¢ =a®+b*—2(h? — cx + 2*) = a® + b® — 2ab(cos y; cosyp — siny; sin ;)

Mit dem Additionstheorem fiir cos folgt die Behauptung des Cosinussatzes. n

10Was #ndert sich, wenn der Winkel 3 > 5 ist?
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Abbildung 9: Beweis des Sinus- und Cosinussatzes



4 Die komplexen Zahlen

Die reellen Zahlen eignen sich zum Losen von Gleichungen schon besser als die
rationalen Zahlen, z.B. hat nun 22 = 2 eine Losung. Allerdings haben manche qua-
dratischen Gleichungen nun zwei Losungen, andere dagegen gar keine, wie z.B.

22 =—1.

Um diese Asymmetrie zu beheben, kann man die reellen Zahlen nochmals vergréfiern
zu der Menge der komplexen Zahlen C.

Definition 4.1 Wir definieren C = {(a,b) | a,b € R} = R* als Menge von geord-
neten Paaren von reellen Zahlen und auf C eine Addition und eine Multiplikation
folgendermafien: Seien z = (z,y), w = (u,v) € C. Dann setzen wir

z4+w=(z,y) + (u,v) = (x +u, v+ w)
z-w=(z,y) - (u,v) := (zu — yv, v + Yu)

Identifiziert man C mit der reellen Zahlenebene R?, so ist die Definition der Addition
genau die Vektoraddition in R?. Auch dem Produkt von zwei komplexen Zahlen kann
man eine geometrische Bedeutung geben, wie wir weiter unten sehen werden.

Im

Z 4w

Abbildung 10: Komplexe Addition geometrisch

Proposition 4.2 C wird mit den beiden Verkniipfungen + und - zu einem Kdorper,

d.h.

a) C mit der Addition ist eine abelsche (kommutative) Gruppe: + ist assoziativ,
kommutativ mit Neutralelement 0 := (0,0) und das Inverse zu (x,y) € C ist
(—z,—y) € C.

b) C\{0} mit der Multiplikation ist ebenfalls eine abelsche Gruppe mit Neutralele-
ment 1 := (1,0) und das zu (x,y) # (0,0) inverse Element ist

x —Y
: cC.
<x2+y2 2 +y2)
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c) Es gilt das Distributivgesetz: Fir alle zy, zo,w € C gilt

w-(z1+20) =w- 21 +w- 2.

Durch die Abbildung R — C, z +— (z,0) wird R zu einer Teilmenge von C und die
Addition und Multiplikation eingeschrinkt auf R ergeben die gewdhnliche Addition
und Multiplikation von R.

Der Beweis besteht im Grunde im Nachrechnen der entsprechenden Eigenschaften,
ist allerdings etwas aufwéndig, weshalb wir ihn hier nicht fithren wollen.

Definition 4.3 Wir definieren
1:=(1,0) und  1:=(0,1).
Mit dieser Notation kann man z = (z,y) € C handlicher schreiben als
z=1-z4+1-y, oder kiirzer z = x + 1y.
Auflerdem gilt nach der Formel fiir die Multiplikation:
2 =(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1
und allgemeiner fiir z = x + iy, w = u + iv (mit z,y,u,v € R)

zow = (x+iy) - (u+iv) = 2u+izv + iyu + i*yv = (zu — yo) + i(zv + yu).

Im
2
||
Im (2)
Re (2) Re
oz

Abbildung 11: Realteil, Imaginérteil und komplexe Konjugation von z € C

Die z- und die y-Koordinate eines Punktes z € C haben spezielle Namen, sowie
auch der an der x-Achse gespiegelte Punkt.
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Definition 4.4 Ist z = v + iy = (x,y) € C, so definieren wir

Re(z) ==z Realteil von z
Im(2) =y Imagindrteil von z
Z:=x—1y=(z,—y) die zu z komplex konjugierte Zahl
Es gilt
1 1
Re(z) = 5(2 +2) und Im (z) = 2—(z —Z)
i

und weiter ist z € R genau dann, wenn z = z gilt.

Bemerkung 4.5 Seien z,w € C. Durch Nachrechnen zeigt man:

a) ztw=zZ+wund Z-w = Z - W.

b) Z=1z

c) z-z=z-z=(x+iy)(lz—iy) =2 +y? fiir 2 =x +iy mit 7,y € R
d) 27! =Z fir2#0

L 1-2 12

Re(z) =1, Im(z)=2, Z=1-2i, und =z BT i

4.1 Komplexer Betrag
Nach dem Satz des Pythagoras ist vz - Z = y/22 + y? der Abstand von z = (z,v)

von 0. Wir nennen
lz|=Vz-Z

den Betrag der komplexen Zahl z.
Ist z=x+1-0€R, so gilt

|2 = Vzz = Va? = [z
wobei rechts der gewohnliche Betrag von R steht.

Lemma 4.7 (Rechenregeln fiir den Betrag auf C) Seien z = x + iy, w = u +
iv e C mit x,y,u,v € R. Dann gilt:

a) |z| >0 und |z| =0 genau dann, wenn z = 0.
b) |z w| = |z| - |w| (Multiplikativitét ).

¢) |z +w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung).

43



7:27.05.2015

BEWEIS: Teil a) ist klar, da #? + y* > 0 gilt und der Ausdruck genau dann 0 ist,
wenn x =y = 0 gilt.
Fiir b) rechnen wir unter Benutzung von Bemerkung nach:

|2 - w]* = (zw)(z0) = (22)(wd) = |2 - Jw|*

Nach Wurzelziehen auf beiden Seiten steht die Behauptung da.
¢) Im Dreieck mit den Ecken 0, w und z + w (siche Abbildung sind a = |z|,
b= |w| und ¢ = |z + w| die Langen der Seiten. Mit dem Cosinussatz |3.6| gilt

|z 4+ w|? = ¢ = a® + b* — 2abcosy < a® + b* + 2ab = (a + b)* = (|2| + |w|)*
Durch Wurzelziehen auf beiden Seiten erhélt man die Behauptung. n

Mit dem komplexen Betrag haben wir einen Begriff von Abstand, so dass wir wie-
der von Konvergenz von Folgen und Cauchyfolgen sprechen kénnen. Man beachte,
dass wir auf C im Gegensatz zu R keine Ordnung definiert haben (und auch keine
definieren kénnen, die die Rechenregeln fiir Ordnungen erfiillt). Anschaulich ist fiir
e >0 (mit € € R)

{zeC|lz| <¢}, bzw. {z € C ||z —a| < e}

die Kreisscheibe mit Radius € um 0, bzw. a € C. Die Definition von Konvergenz in
C sieht genauso aus wie fiir R: (z,),en konvergiert gegen z € C, falls

Ve e Rmite >0 AN €N Vn>N:|z, —z|<e.

Bemerkung 4.8 Sei (2,)nen eine Folge von komplexen Zahlen. Dann gilt:
lim z, =2 < lim Re(z,) =Re(z) und lim Im(z,) = Im(2).
n—o00 n— 00 n—0o0

und

(zn)nen ist Cauchyfolge < (Re(2n))nen, (Im(z,))nen sind Cauchyfolgen.

BEWEIS: Zum Beweis bendttigt man im Grunde nur die folgenden Ungleichungen.
Fiir beliebiges v € C gilt:

[Re (v)] < Jof,  Im(v) < of, und |o] < [Re(v)] + [Im (v)]. .

Aus der Bemerkung folgt sofort:

Proposition 4.9 C st vollstindig.
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4.2 Polarkoordinaten

Sei z € C, z # 0. Dann hat w = % - z Betrag 1, liegt also auf dem Einheitskreis.

2
Damit gilt
w = cos(a) + isin(«)

fiir ein a € R. Die komplexe Zahl z kann somit in Polarkoordinatendarstellung als
z = |z|(cos(a) 4 isin(a))

geschrieben werden. Der Winkel o heifit Argument von z, geschrieben a = arg(z),
und ist eindeutig bis auf Addition von ganzzahligen Vielfachen von 27. Man kann
arg(z) normieren, indem man arg(z) € [0, 2m) wihlt.

Wir kommen nun zur geometrischen Deutung der komplexen Multiplikation. Es seien

z = |z[(cos(a) +isin(a)), w = |w|(cos(B) +isin(3)).
Dann gilt unter Zuhilfenahme der Additionstheoreme |3.3

z-w = |z| - |w|(cos(a) + isin(«))(cos(B) + isin(S))
(4.1) = |zw]|(cos accos  — sin asin 8 + i(cos asin 3 + cos S sin )
= |zw|(cos(a + ) + isin(a + B))

Die Multiplikation von z mit einer komplexen Zahl w ist also eine Drehstreckung
mit Winkel § = arg(w) und Streckfaktor |w|.

Im

Re

Abbildung 12: Komplexe Multiplikation geometrisch
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4.3 Fundamentalsatz der Algebra.

Die komplexen Zahlen haben die schone Eigenschaft, dass nun jede polynomielle
Gleichung
Qo+ a1z + a2 + ...+ apz" =0

mit a, # 0 genau n Nullstellen hat — wenn man diese mit Vielfachheit zéhlt. Dies ist
besagt der Fundamentalsatz der Algebra, den wir hier allerdings nur zitieren wollen.

Satz 4.10 (Fundamentalsatz der Algebra) Es sei
P:C—Cz—Plz)=a+az+az’+. ... +a,12" " +2"

eine Polynomfunktion. Dann gibt es (nicht notwendig verschiedene) ay, ..., o, € C,
s0 dass
Pz)=(z—a) - (z — )

qilt.

Insbesondere hat natiirlich auch 22 = —1 zwei Lésungen, nimlich i und —i. Ge-
nauso hat fiir n € N die Gleichung 2" — 1 = 0 genau n Losungen, die man n-te
FEinheitswurzeln nennt. Mithilfe der Polarkoordinatendarstellung kann man diese
leicht konstruieren. Wir setzen an, dass

w = |wl|(cos(a) +isin(a)), « € [0,27)
eine Losung von 2" = 1 ist. Dann gilt also nach (4.1)
w" = |w|"(cos(na) + i(sin(na)) = 1 = cos(2rk) + isin(27k), (k € Z).

woraus |w| = 1 und na = 27k, (k € Z) folgt. Damit sind die n Losungen von
2™ —1 =0 gegeben durch

2rk 2rk
wkzcos(i>+isin(i>, k=0,...,n—1.
n n

Das sind fiir n > 3 genau die Eckpunkte des regelméfiigen n-Ecks auf dem Einheits-
kreis.
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5 Exponentialfunktion und Logarithmus

In diesem Abschnitt wird eine weitere wichtige Funktion disktuiert, die Exponenti-
alfunktion und ihre Umkehrfunktion, der Logarithmus. Diese spielen insbesondere
bei der Modellierung von Wachstumsprozessen (z.B. Zinseszins, radioaktiver Zer-
fall, Wachstum von Bakterienkulturen, usw.) eine entscheidende Rolle. Zunéchst
erweiteren wir die Potenzfunktion von natiirlichen, bzw. ganzen auf rationale und
schliellich reelle Exponenten.

5.1 Potenzen mit rationalen Exponenten

Fiir beliebiges a € R und n € N definiert man

a"=ga---qa
——

n-mal

bzw. induktiv durch a' :=a und a® = a-a" ', n > 1.
Diese Definition kann man auf ganzzahlige Exponenten bekanntlich folgendermafien
ausdehnen. Sei dazu a € R, a # 0 und m € Z. Dann definieren wir

a™, falls m > 0
a™ =<1, falls m = 0.
(1™ falls m < 0

Bemerkung 5.1 Fiir a,b # 0 und m,n € Z sind dann die iiblichen Rechenregeln
am-l—n — am . an’ (am)n —_ am.n — (an)m7 CLmbm — (ab)m
erfiillt.

Nach Beispiel gibt es zu a > 0 und m € N eine eindeutige positive Losung {/a
von ™ = a. Wir definieren fiir r = § € Q:

a’ = ar = (e/a)p.
Die beiden Ausdriicke auf der rechten Seite sind in der Tat gleich, denn beide sind

positive Losungen der Gleichung ¢ = aP. Desweiteren ist die Definition auch un-

abhéngig von der Darstellung von r als Bruch §, denn sei r = § = £, also pt = gs.

Dann gilt ¥a? = v/a*, denn beides sind positive Losungen von z! = a®:
(V) = (Yay)' = (ay* = (Ya)'* = (a)) = a"
Proposition 5.2 Fiir reelle Zahlen a,b > 0 und x,y € Q gilt:

ax+y —a® - ay’ (ax)y = q*Y = (CL:’J)I7 a® - bt = <ab>x
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BEWEIS: Wieder benotigt man die Eindeutigkeit der Lésung von ™ = ab, um zu
zeigen: Fiir alle a,b > 0 und m € N gilt

Va Vb= Vab.

Denn

(¥a- VB = (Yay" - (VB = ab
Seien nun « = £ und y = £. Dann gilt

ru+ts

AtV = g su = Varutts = Varugts = Wart - Vats = Ya" - Vat = a® - av.
Genauso rechnet man die restlichen Gleichungen nach. n

Lemma 5.3 Fira >0 undr,s € Q mitr < s gilt

a”>a®, falls0<a<1
a” <a®, fallsa > 1 '

BEWEIS: Es reicht, den Fall @ > 1 zu betrachten, denn der andere ergibt sich durch
Ersetzen von a durch a™'. Ist r < s, also 0 < s — 1 = 2 mit u,v € N, so gilt, da

a +— a“ und a — /a streng monoton wachsend sind:
l<a = 1<vVa = 1< {a)'=d’"=a""

und damit nach Multiplikation mit a” > 0 auch a” < a®. n

5.2 Potenzen mit reellen Exponenten

Um allgemein a® fiir reelle Exponenten x zu definieren, liegt es nahe, x durch eine
Folge von rationale Zahlen r, zu approximieren und a” als Grenzwert lim,, ,,, a™ zu
definieren. Damit dies sinnvoll ist, miissen wir zeigen, dass der Grenzwert existiert
und dass er nicht von der gewéhlten Folge (7,),en abhéngt.

Sei a > 1, x € Rund (r,),en eine monoton wachsende Folge mit 7, € Q und r,, — «
(n — o00). Dann ist wegen Lemma (@™ )nen monoton wachsend und beschrankt
und konvergiert damit nach dem Monotoniekriterium [1.28, Fiir a < 1 wéhlen wir
entsprechend eine monoton fallende Folge (7, ),eny mit 7, € Q und r,, — = (n — 00).
(@™ )nen konvergiert dann aus dem gleichen Grund.

Ist (sp)nen eine weitere (beliebige) Folge mit s, € Q und s, — = (n — 00), so gilt

lim ¢’ = lim @’ "™a™ = lim a™
n—oo n—oo n—o0

genau dann, wenn a* =" — 1 (n — o0) gilt. Da (s, —r,) = 0 (n — 0), bleibt zu

zeigen, dass fiir jede rationale Nullfolge (t,,)nen die Folge (a'),en fiir n — oo gegen

1 konvergiert. Dies folgt aus Teil b) des folgenden Lemmas.
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Lemma 5.4 a) Fira € R, a> 0 gilt: /a — 1 fiir n — oc.
b) Zue >0 gibt es ein § > 0, so dass fir alle r € Q mit |r| < 0 gilt: |a" — 1] < e.
BEWEIS: a) Wir unterscheiden die Félle @ > 1 und 0 < a < 1 und behandeln

zunéchst @ > 1. Dann ist {/a > 1 nach Lemma Wir schreiben {/a = 1+ h,, mit
h, > 0. Nach der Bernoulli-Ungleichung [1.7] gilt

a=(a)" = (14 h,)" > 1+ nh,

und damit 0 < h,, < “T_l Der hintere Ausdruck geht fiir n — oo gegen 0, also auch
hp, = 0 (n — 00), woraus

Ya=1+h,—1 (n— o0)

folgt. Fiir 0 < a < 1 ist é > 1, also

1
—1 (n— oc0).
o1

Va =

b) Sei € > 0. Dann gibt es nach a) ein N € N, so dass

1/N

la/™ —1] < ¢ und la™YN — 1| < e

gilt. Wir wéhlen § = % Dann gilt fiir —% <r< % und a > 1
l—e<aN<a <a’N <1+4¢

und damit |a" — 1| < e. Fiir 0 < a < 1 ersetzt man r durch —r. n

Definition 5.5 Set x € R und a € R, a > 0. Dann definieren wir

a® = lim a™
n—oo
wobei (1, )nen €ine beliebige Folge mit r, € Q und r,, — x (n — o0) ist. Desweiteren
definieren wir 0° := 0 fir x > 0.
Die Funktion
R — R, T a®

heifit Exponentialfunktion (zur Basis a). Ist speziell a = e, die Euler’sche Zahl, so
schreiben wir
exp: R — R, x — exp(x) = €”.

Proposition 5.6 Seia >0, a # 1.

a) Die Exponentialfunktion zur Basis a ist stetig, streng monoton wachsend (bzw.
fallend) fir a > 1 (bzw. a < 1) und ihr Bild ist (0,00).
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b) Firxz,y € R, a,b> 0 gelten

a* ™V =a"-a¥, (a®)¥ = a™.

BEWEIS: a) Wir zeigen zunéchst die Monotonie. Seien z,y € R mit x < y. Dann
gibt es rationale Zahlen p1, ps € Q mit x < p; < p < y. Ist nun = = lim,,_,, 7, mit
r, € Q und ohne Einschréankung r, < p; und y = lim,,_,, s, mit s, € Q und ohne
Einschrankung s, > ps, so gilt fiir a > 1 wegen Lemma [5.3| und der Rechenregeln
fiir Grenzwerte [1.11

a® = lim a'™ < a” < a”? < lim o = dv.
n—oo n—oo
Fiir a € (0, 1) drehen sich alle Ungleichungen in der letzten Formel um.
Fiir die Stetigkeit reicht es nach Proposition zu zeigen: Fir jede Folge (z,,) von
reellen Zahlen mit x, — = (n — o0) gilt a™ — a® (n — o0). Dazu wihlt man Folgen
von rationalen Zahlen (), (s,) mit demselben Grenzwert x und r,, < z,, < s,,. Dann
gilt fiir a > 1:

und die rechte und linke Seite konvergiert gegen a”, also auch a™. Fiir a € (0,1)
dreht sich die letzte Ungleichung um.

Sei @ > 1 und sei y im Bild der Exponentialfunktion, also y = a” fiir ein x € R.
Wir wéhlen r < x mit » € Q. Dann ist 0 < o < a%, also y > 0. Sei umgekehrt
y € (0,00). Da a > 1 gilt, gibt es nach Beispiel 6) ein n € N mit «" > y und
a " = ,%n < y. Wegen des Zwischenwertsatzes gibt es dann auch = € [—n,n] mit
a” = y. Ein &hnliches Argument liefert die Behauptung auch fiir a € (0,1).

b) Die Formeln folgen aus den entsprechenden Formeln fiir rationale Exponenten

und der Stetigkeit von z — a”. n

5.3 Logarithmus

Sei a > 0. Da die Exponentialfunktion x — a® streng monoton (wachsend, bzw.
fallend) ist, gibt es eine Umkehrfunktion, genannt log,, der Logarithmus zur Basis
a

log, : (0,00) — R, x—y=log,(xr), mita’ =z

Insbesondere gilt log, (1) = 0.

Proposition 5.7 Fir a > 1 (bzw. a € (0,1)) ist die Funktion log, stetig, streng
monoton wachsend (bzw. fallend) und es gilt

log, (zy) = log,(z) + log,(y) fiir alle x,y € (0,00)
log,(z¥) = ylog, () fir alle z € (0,00),y € R
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Insbesondere folgt direkt aus der zweiten Regel log,(y™!) = —log,(y) und damit
log, (%) = log,(z - y™") = log,(x) — log,(y) fiir alle z,y € (0,00).

BEWEIS: Die Stetigkeit und strenge Monotonie folgt direkt aus Proposition [2.16
und Proposition [5.6l Die Rechengesetze folgen aus den entsprechenden fiir die Ex-
ponentialfunktion: z.B. ist

alo2a ) — gy = ¢198a(?) . glogaly) — losa (@) +loga(v)

also log, (zy) = log,(x) + log,(y). "

Notation 5.8 Wir bezeichnen mit log (oder auch In fiir logarithmus naturalis) den
natiirlichen Logarithmus log, zur Basis e.

Warum dieser “natiirlich” ist, werden wir im nédchsten Abschnitt sehen. Wir hal-
ten zunachst fest, dass alle anderen Logarithmus-Funktionen proportional zu dieser
festen sind. Genauer gilt fiir x € R, a > 0, a # 1:

log,(z) = log, (a8} = log, () log,(a),

also log. (2)
og,(x
1 = .
08,(2) = = e (a)

Damit ist eine beliebige Logarithmus-Funktionen proportional zu einer festen. Des-
weiteren gilt:
a® = elos(@) fira > 0,0 # 1,z € R.
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6 Das Integral

Der Flécheninhalt von geometrischen Figuren, z.B. Polygonen ist meist elementar
berechenbar. Wie bestimmt man aber den Flacheninhalt einer beliebigen Flédche?
Der einfachste Fall ist der Fldcheninhalt der vom Funktionsgraph einer Funktion
f :]a,b] — R mit der z-Achse eingeschlossen wird. Die Idee ist — dhnlich wie bei
der Bestimmung des Kreisumfangs — den Flécheninhalt z.B. durch die Summe der
Flacheninhalte geeigneter Rechtecke anzunéhern.

Diese Idee wird uns auf das Integral einer Funktion fithren, das allerdings im All-
gemeinen einen orientierten Fldcheninhalt angibt. Die Fliache oberhalb der z-Achse
wird positiv, die Flache unterhalb negativ gezéhlt.

Definition 6.1 Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Zu einer Unterteilung
a=To<r1<...<Tp1<x,=0>

von [a,b] in n € N Teilintervalle [x;,x;11] (i = 0,...,n — 1) und Zwischenpunkten
& € [z, mi11] definieren wir die Riemann-Summe

—_

n—

Sn(f) = f(&)(ig1 — Iz)

i

I
=)

Auflerdem sei A,, = max{(xiﬂ —x;) |i=0,...,n— 1} das Mazimum aller Inter-
valllingen.

~LLA

Abbildung 13: Integral als Approximation durch Riemann-Summen

Satz 6.2 Sei f :[a,b] — R eine stetige Funktion. Dann existiert das Integral

b
/ fdx e R,

definiert als der Grenzwert fir n — oo einer beliebiger’!| Folge von Riemann-
Summen S,(f), fir die A, — 0 (n — o0) gilt.

Hinsbesondere ist die Wahl der x; und &; beliebig
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Diesen Satz wollen wir nicht beweisen. Die Notation geht auf Leibniz zuriick: Das [
ist eine Abwandlung des Summenzeichens ) und das dz am Ende erinnert daran,
dass man die Lange der Intervalle Ax; = x;,1 — z; infinitesimal klein macht.

Als Aufwérmiibung wollen wir zwei einfache Funktionen integrieren:

Beispiel 6.3 (1) Sei ¢ € R und f : [a,b0] = R,  — ¢ die konstante Funktion.
Geometrisch soll der orientierte Fldcheninhalt dann natiirlich gleich ¢(b — a)
sein. In der Tat gilt fiir jede Riemann-Summe

[ay
—

n

n—

Sa(f) = (T — i) =c- (41 — ;) = (b — a).

7

Il
o
I
o

%

(2) Sei f:[a,b] = R, z+ z die Identitét auf [a, b]. Geometrisch ist der Fléchenin-
halt dann gleich
10? — 1a”.

Wir wéhlen als Unterteilung die Punkte x, = a + kh mit h = ”’Ta und als

&x = xp. Dann gilt

n—1 n—1
Sulf) = (a+kh)h=nah+h*» k
k=0 k=1
Wegen
- n(n+ 1)
+2434..4n=>) k 5
k=1
gilt

Su(f) =ab—a)+ %(n(n —1))h = ab — a® + %(b —a)*(1—1)

und damit im Grenzwert

b
/ zdxr = lim ab — a® + %(b —a)*(1+ %) = %[ﬂ — 1.2

n—o0 2

Proposition 6.4 Sei D ein Intervall und f,qg: D — R stetig. Weiter seien a,b,c €
D mita<b<e.

a)

/abfdx+/bcfd$:/acfdx und /aafd:z:().

b) Fir alle \,u € R gilt

/ab()\er,ug)d:c:)\/abfd:ch,u/abgdx.
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BEWEIS: a) Sei S, (f) eine Riemann-Summe fiir f auf [a, b] und T,,( f) eine Riemann-
Summe fiir f auf [b, ¢|. Dann ist S,,(f)+7,(f) eine Riemann-Summe fiir f auf [a, c|.
Léasst man n — oo gehen, so folgt die Behauptung aus Proposition [1.11}

Die zweite Gleichung folgt aus der ersten fiir a = b = c.

b) Es gilt
Sn(Af 4 pg) = 7 (Af (&) + 19(&r)) (Try1 — 2)
S FE@) e — ) + Y 96 ki — ) = A (F) + 11Su(0)

Fiir n — oo konvergiert die linke Seite gegen f;()\ f + png)dz und die rechte Seite
gegen )\f;fdx—l—,ufabgdx. n

Die Rechenregel a) hat insbesondere zur Folge, dass wir fiir a < b

/bafdx::—/abfdx

6.1 Das Integral als Mittel

definieren.

Das arithmetische Mittel einer Funktion f an n Punkten
< Ty <...< Ty

ist bekanntlich definiert als

Mo(f) =3 ) flzn).
k=1
Das Integral stellt ebenfalls eine Art Mittel der Funktion f auf dem Intervall [a, b]
dar. Um den Zusammenhang herzustellen, nehmen wir an, dass die Intervalle [z, 2541],
k=1,...,n—1 alle gleich lang sind, und setzen a = x1, b = z,,. Dann kénnen wir
M, (f) als Riemann-Summe

- b—a

1
a2 S0

auffasse. Fiir n — oo konvergiert diese gegen p = ﬁ f: fdx.
Der Mittelwertsatz der Integralrechnung besagt, dass das Mittel p auch als Funkti-
onswert angenommen wird.

b—a n—1

12 i L Nom : : n—1 -
Genau genommen ist 7= >, f(2x)2=5"— eine Riemann-Summe, aber wegen “— — 1 fiir

(n — o) verschwindet der Unterschied im Grenzwert.
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Satz 6.5 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei f : [a,b] — R stetig. Dann
gibt es ein & € [a,b], so dass

b
/ fdr= (b a)f(€)
qgilt.
9:08.06.2015

Lemma 6.6 Sei f : [a,b] — R stetig und m < f(x) < M fir alle x € [a,b]. Dann
18t

(b—a)mg/bfdxg(b—a)M.

BeEweIs: Fiir jede Riemann-Summe von f gilt

n—1 n—1
S(f) =D f(&)(@rr1 — x) = D m(@ps1 — xi) = m(b—a)
k=0 k=0
und analog
n—1 n—1
Su(f) =D (&) (@rsr — @) < ) M(zpyr — 2p) = M(b—a).
k=0 k=0
Mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt die Behauptung. n

BEWEIS: Nach Proposition gibt es Ty und Tyay € [a, ] mit f(rnm) < f(z) <
[ (Zmax) fiir alle z € [a,b]. Nach Lemma [6.6] gilt

f(mrnin) S ﬁ/ fd:C S f(xmax)

und nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein £ € [a,b] mit f(§) = 7 f; fdzx.
Daraus folgt die Behauptung. -

6.2 Das Integral als Funktion

Sei D ein Intervall und f : D — R eine stetige Funktion. Anstatt fiir festes a,b € D
das Integral fab fdx zu betrachten, kénnen wir auch eine, z.B. die obere Grenze
variieren lassen. Wir erhalten dann (fiir jedes fest gewihlte a € D) eine Funktion

Oa D — R, x»—>/fda:.

Mit dem Integral kénnen wir also aus einer Funktion f eine neue Funktion ¢, defi-
nieren.
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Was éndert sich an der erhaltenen Funktion ¢,, wenn wir eine andere untere Grenze
a € D wahlen? Wir bilden die Differenz

qﬁa(x)—qﬁ&(x):/:fdx—/;fdx:/:fdx—l—/jfdx:/a&fdx

Also gilt

¢a(r) = Pa(zx) +C
mit der Konstanten C' = faa fdx € R. Fiir eine andere Wahl von a erhalten wir also
eine um eine Konstante verschobene Funktion.
Mithilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung kann man zeigen, dass der
orientierte Fldcheninhalt unterhalb einer Funktion stetig von der (oberen) Grenze
abhéngt.

Proposition 6.7 Die Funktion ¢, : D — R, © — f; f dx ist stetig.

BEWEIS: Seien z,y € D. Dann gilt
() — o) = [ fdr— | fael=| [ fdz|=1|z—y-
6al2) — 6ulw) I/afx /afxl |/yfx| e — ) 1£(6)]

mit ¢ zwischen  und y. Wir wollen nun die Stetigkeit von ¢, in z € D zeigen. Es
gibt ein ¢’ > 0, so dass das abgeschlossene Intervall I = [z—0’, x4 0’| ganz in D liegt,
und auf diesem Intervall ist f beschréinkt nach Proposition [2.13] also |f()] < M
fiir ein M > 0 und alle £ € I. Zu vorgegebenem ¢ > 0 wihlen wir nun ¢ > 0 mit
d <e/M und ¢ < ¢'. Dann gilt fiir y € D mit |z — y| < ¢:

|6a(2) = Ga(y)| <[z —y[- [f(OI<6-M <e/M-M=e,

wobei wir benutzt haben, dass wegen |z —¢| < |x — y| < 0 gilt: £ € I. Damit ist ¢,
im Punkt z stetig. n
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7 Die Ableitung

Wie &ndert sich der orientierte Flacheninhalt, wenn man die obere Integrationsgren-
ze verdndert? Wir gehen dazu wieder von einer stetigen Funktion f : D — R auf
einem Intervall D aus und vergleichen (fiir a € D fest gewé&hlt)

x z+h
oul) = [ fir und ouert)= [ fao
mit A > 0. Die mittlere Anderungsrate von ¢, auf dem Intervall [z, 2 + A

Mlrt D) L,

h h

Die momentane Anderungsrate im Punkt z erhalten wir, indem wir & — 0 gehen
lassen, also den Grenzwert

lim
h—0

¢a(l’ + h) - ¢a(‘r)
h

bilden.
Was bedeutet limy,_,o aber eigentlich iiberhaupt? Wir konnen diesen Grenziibergang
wieder mithilfe von Folgen definieren:

Definition 7.1 Sei D ein Intervall, xg € D und f : D\{zo} — R eine auf D\{zo}

definierte Funktion. Sei a € R. Dann schreiben wir

lim f(z) =a oder  f(z) — a firz — xg

T—T0
falls gilt: Fir jede Folge (xy,)nen mit x, € D\ {xo} (n € N) und z,, = zo (n — o0)
gilt lim,, o, f(x,) = a.

Insbesondere ist nach dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit f genau dann stetig in
xg, wenn lim,_,,, f(x) = f(zo) gilt.

Da wir den Grenzwert lim,,,, durch den Grenzwert von Folgen definiert haben,
gelten fiir das Rechnen damit die gleichen Regeln wie fiir Grenzwerte von Folgen, die
wir in Proposition zusammengefasst haben. Hier ist noch einmal eine Ubersicht
dariiber.

Bemerkung 7.2 Falls lim, ., f(x) und lim,_.,, g(x) existieren, so gilt

lim f(z) +g(z) = lim f(z)+ lim g(z)

T—T0 -
lim ¢ f(x) =c- lim f(x) fir alle c € R
T—To T—T0o
I
lim L&) _ e, (@) falls lim g(z) # 0
e—zo g(x)  limg_g, g(z) z—wo
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Genauso wie fiir ¢, konnen wir fiir allgemeine Funktionen f : D — R die mittlere
und momentane Anderungsrate studieren.

Definition 7.3 Sei D ein Intervall und f : D — R eine Funktion und xo € D.

Falls der Grenzwert
I f(zo+h) — f(xo)
im
h—0 h

existiert, so heifit f in xy differenzierbar. f heifst auf D differenzierbar, falls f in
jedem Punkt oy € D differenzierbar ist. In diesem Fuall erhdlt man eine Funktion

D—R, x> f'(x) :zllligéﬂxwrh]z_f(%),

genannt die Ableitung von f.

Ersetzt man h = x — x, so kann man obigen Grenzwert anders schreiben als

lim f(zo+h) — f(xo) — lim f(z) — f(xo)
h—0 h T—T0 r—mxo

Der Ausdruck w, bzw. %ﬁé”’c‘)) iiber den der Limes hier gebildet wird,
heif3t Differenzenquotient.

Beispiel 7.4 (1) Die Ableitung der konstanten Funktion f : [a,b] — R,z —
f(z) =c(ceR)ist f/=0. In der Tat gilt fiir jedes zy € [a, b]:

lim M: lim < —¢ — lim 0 = 0,
T—rIT0 xr — xo T—x0 U — .’L’O T—rxT0

also f'(zg) = 0.
(2) Die Ableitung von f : [a,b] = R, x + x ist f’ = 1. Denn fiir jedes zg € [a, D]

gilt
limM: lim Lo _ lim 1 =1,

T—x0 T — ,Z'O rx—x0 L — a’,’O T—x0

also f'(x¢) = 1.

(3) Die Funktion f : R — R, x + |z ist in 0 nicht differenzierbar. Um dies zu
zeigen, wahlt man die Folge z,, = (—1)”%. Dann gilt z,, — 0. Setzt man diese
Folge in den Differenzenquotient ein, so erhélt man:

flan) = £(0) _ [(=1)"
x, — 0 (=1)»

|| =10]

Diese Folge konvergiert aber nicht. Damit existiert der Grenzwert lim,_,o ——

nicht, und f ist in 0 nicht differenzierbar.
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Entsteht eine Funktion durch Summe, Produkt oder Hintereinanderausfiihrung von
weiteren Funktionen, so kann man die Ableitung geméfl der folgenden Liste von
Rechenregeln bestimmen.

Proposition 7.5 Sei D ein Intervall und f : D — R und g : D — R auf D
differenzierbare Funktionen.

a) Fir alle A\, € R ist die Funktion D — R, x — X f(x) + p- g(x) differenzierbar
und es gilt

AN fAp-g9)=Xf+p-g.

b) (Produktregel) Die Funktion D — R, x — f(z) - g(z) ist differenzierbar und es
qilt
(f-9)=f-d+[9g

BEWEIS: a) ergibt sich direkt aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen.
Fiir b) schreiben wir den Differenzenquotienten um zu
f(x)g(x) = fxo)g(xo) _ f(x)g(x) — f(x)g(wo) + f(x)g(x0) — f(x0)g(x0)
Tr — X T — o

) o) | ) = S

T — Ig T — 2o

Differenzierbare Funktionen sind stetig, wie wir gleich noch beweisen werden. Aus
der Stetigkeit von f folgt deshalb

i (9@ 00 9@ )

T—T0 xr — Xo T—T0 T—T0 T — o

und der zweite Summand geht fiir x — z¢ gegen g(zo) - f'(x¢). Damit haben wir die
Behauptung gezeigt. =

Bemerkung 7.6 Differenzierbare Funktionen sind stetig. Denn ist f in xy differen-

zierbar, so gilt
[f(@) = f(xo)]
|z — o]

|f(z) = f(zo)| = |z — 0| -

Der erste Term geht gegen 0 fir x — 1z und der zweite gegen f'(x¢), also gilt
f(x) = f(zo) fiir x — xo, was genau die Aussage ist, dass f in x, stetig ist.

Beispiel 7.7 Sei n € N. Die Ableitung von f: R — R, x — 2" ist [/ : R — R,
x +— n- 2" 1. Wir zeigen dies durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Aussage
genau die von Beispiel (2). Sei die Aussage bereits fiir n € N gezeigt. Dann gilt
nach der Produktregel

(" =(z-2") = (2) 2" +x- (") =2"+x-n2" ' = (n+1)2".

Damit haben wir den Induktionsschluss gezeigt.
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Proposition 7.8 (Kettenregel) Seien D; und D, Intervalle und f : Dy — R und
g : Dy — R Funktionen mit f(Dy) C D, so dass also go f : Dy — R definiert ist.
Dann ist g o f differenzierbar und es gilt

(go f)(z) =g (f(x))- f'(x).

Beweis: Falls f/(zq) # 0, so gilt fiir = nahe bei xq aber x # zy:

x|‘f )

T — X

|f(z) = f(zo)| =

Y

#0
£0

also f(z) — f(xg) # 0. Damit kénnen wir den Differenzenquotienten von g o f
umschreiben als

9(f(x)) —g(f(20)) _ g(f(x)) —g(f(x0)) f(x)— f(o)
T — T f(x) — f(xg) r—x

Wegen der Stetigkeit von f geht fiir z — xo der erste Ausdruck gegen ¢'(f(xg)) und
der zweite konvergiert natiirlich gegen f'(zy).
Falls f'(z) = 0, so folgt wegen

g(y) B g(y(J) < M\y o y0|

195) — 9(90)| = Iy — o - \

fiir ein M > 0 (da der Differenzenquotient konvergiert und deshalb beschrankt ist),
dass
9(f(x)) —g(f(%))‘ < M- ’f — [(®o) _

T — 2o r — T

Letzterer Term geht fiir x — x gegen f'(xo) = 0. Damit ist go f in x differenzierbar,
mit Ableitung 0 = ¢'(f(z0)) - f'(xo). -

Proposition 7.9 (Quotientenregel) Sei D ein Intervall und f,g D — R diffe-
renzierbare Funktionen. Ist g # 0, dann ist f D> R, x — L&) (mzt D' = {x €

D | g(z) #0}) differenzierbar und es gilt

(i)':f"g—f-g’
9 9 '

BEWEIS: Wir kombinieren die Kettenregel mit der Produktregel: £ = f . 1. Die

Funktion ! ist die Hintereinanderausfiihrung h o g von h : R\{0} — ]R x> % und

g. Die Ableltung von h in xy # 0 ist gegeben durch

1_ 1 To—x
. x X0 . T-To . 1 1
lim =—2 = lim lim — = ——
T—=xo0 T — X T—=x0 T — X r—=xo0 T - Xy i
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Also ist A'(x) = —=5. Damit ist nach der Kettenregel

und insgesamt erhélt man
(i)lz (f/l_’_f (1)/) — L/_f_g/ _ f/g_fg,'
g 9 g g 9? g2 .

Beispiel 7.10 Mit den obigen Regeln konnen wir alle Polynomfunktionen und alle
rationalen Funktionen ableiten. Fiir

Z‘5

2z — 2

FiR\{1} 5 R, 20

ist zum Beispiel

(2°) (2 —2) —2°(2z —2)  ba'(2x —2) —22°  4a® — bzt

flw) = (22 — 2)2 T (@r-22 2z -1)2

7.1 Die Ableitungen von Sinus, Cosinus und der
Exponentialfunktion

Wir méchten nun die Ableitungen méglichst aller uns bekannten Funktionen bestim-
men, sofern sie differenzierbar sind. Fiir Polynomfunktionen und rationale Funktio-
nen ergibt sich die Ableitung aus den Regeln des vorigen Abschnitts. Fiir sin, cos
und exp und log miissen wir noch etwas arbeiten. Niitzlich ist dabei folgende Regel
fiir die Bestimmung von Grenzwerten.

Lemma 7.11 (Sandwich von Limites) Sei D ein Intervall und xy € D. Seien
frg,h: D\ {zo} — R Funktionen, so dass gilt

f(z) < h(z) < g(x) fir alle € D\ {xo}.
Falls lim,_,,, f(x) und lim,_,,, g(z) ezxistieren und gleich sind, dann existiert auch

lim h(x)

T—T0
und lim, . h(x) = lim, ., f(z) = lim, ., g(x).

BEWEIS: Sei (z,)nen eine beliebige Folge mit z,, € D\ {zo} und z,, — x¢ (n — 00)
und sei a = lim,_,,, f(x) = lim,_,,, g(z). Seie > 0. Da f(x,) — aund g(z,) — a fir
n — oo gilt, gibt es ein N € N, so dass fur n > N gilt: f(z,),g(z,) € (a —¢,a+¢).
Wegen f(x,) < h(x,) < g(z,) liegt dann auch h(x,) € (a —e,a + ¢) fir n > N.
Also folgt h(z,) — a. -
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Proposition 7.12 Es gilt sin’ = cos und cos’ = — sin.

BEWEIS: Wir zeigen zuerst, dass sin und cos beide in zy = 0 differenzierbar sind.
Wegen 22 < 1 ynd tazﬂ > 1 (vgl. Lemma gilt:

T

; :
cos(z) < an(z) cos(x) = sin(z) < 1.
x x
Fiir x — 0 geht cos(x) — 1, also ist
lim sin(x) — sin(0) — lim sin(x) 1 — sin(0).
x—0 x — O x—0 xr

2

Genauso folgt mit Lemma 3.4 aus 1 > cos(z) > 1 — %

0>l 2 gy
0< cos(j)fl < _% 7 <0
und damit 0 )
cos’'(0) = lim cos(x) = cos(0) _ lim cos(z) =1 _ 0.
z—0 €xr — O z—0 x

Sei nun zy € R beliebig. Dann gilt

sin(zg 4 h) — sin(zg)  sin(xg) cos(h) + cos(x) sin(h) — sin(z)

h h
h)—1 in(h
= sin(xo) % + cos(zo) sm}E ) — cos(xg)
— ~——
—0 —1

fiir b — 0. Also ist sin’ = cos. Da cos(x) = sin(z + %) ist, ist cos ebenfalls differen-
zierbar und mit der Kettenregel gilt:

(cos(z))" = (sin(z + 5))" =sin’(x + 5) - 1 = cos(x + §) = —sin(z),
denn die innere Ableitung von z + x + 7 ist konstant gleich 1. m
Proposition 7.13 Firexp: R — R,z +— e* gilt: exp’ = exp.

Lemma 7.14 Fir x € R gilt

. 1 n\ T . .
ez:<hm <1+—)> = lim (1+—> .
n—oo n n—oo n

BEweEIs: Fiir x = 0 ist die Aussage klar. Sei zunéchst x > 0. Dann gibt es k, € N
mit k, < > <k, + 1, also
1

> .
kn+1

>

SRS

1
K
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Es gilt:
1 kn+1 kn+1 n/x
1+ <(1+3)" < (1+5)" (143
kn,+1 n n n
< (142 n/x<1+$>< R (1+%)
- k., n/ — k., k., n
Fiir n — oo geht auch k, — oo und damit

T 1
(1+—)—>1, (1+—>—>1,
n k.,

1 k1 1\ kn
1 — 1+ — — e.
(i) oo () o
Damit folgt (1 + %)n/ * — e fiir n — 00, also wegen der Stetigkeit von exp
ex:(hm <1—|——> ) = lim (1—{——) :
n—00 n n—o0 n
Fiir z < 0 folgt die Aussage aus e® = (¢7*)~! und
1 n
e ' = lim (1— —) .
n—o00 n
Fiir letztere Gleichung benutzt man, dass
1 —n n
e”! = lim (1 + —) = lim < n )
n—00 n n—oo \ N+ 1

1 n+1 1 —1 1 n
= lim (1-— 1-— =lm (1—-—-])] .

TV
—1

und

gilt. [

BEWEIS (VON PROPOSITION [7.13]): Wir zeigen zunéchst die Differenzierbarkeit in
zo = 0. Sei x € Rnahe bei 0, also insbesondere > —1. Die Bernoulli-Ungleichung|[L.7]
besagt:

<1 + f) >1l+zx
n
Also gilt nach Lemma

e’ = lim (1—1—{) >1+4z.

n—o00 n
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Andererseits ist (zumindest fiir 0 <z < 1)

<1+%)n:1+n§+w(§)2+“.+n---(nk—!k+1) <%>k++<£>n

1 1 1 1 k—1
:1+x+x2§(1_ﬁ>+“‘+$kﬁ(1_ﬁ>'“(1_ - )+...+x
n n 1

< k<l k—

wobei wir die Formel fiir die Geometrische Reihe benutzt haben. Damit ist

e” < L fiir & > 0. Insgesamt folgt

1—x

1
1l—z<e < , fir0<z<1.
1—=

Durch Bilden der Kehrwerte folgt

1

>e v >1—u.
1—=x

Ersetzt man nun y = —x, so sieht man, dass fiir —1 < y < 0 gilt

1
— >e'>1+4y.
I+y— — Y

Insgesamt folgt also fiir alle |z| < 1, x # 0:

_ v _ 1
14+ 1<e 1< 1
T Y T 1—=zx

Fir x — 0 geht die linke und rechte Seite gegen 1, also gilt

— exp(0
exp/(0) = lim eXp(x; - gxp( )

=1

Fiir beliebiges zy € R folgt die Differenzierbarkeit folgendermafen:

exp(h) — 1

exp!(20) = lim exp(xo + h) — exp(xp) g

h—0 h

= lim exp(zy) = exp(zo).
h—0

7.2 Die Ableitung als lokale Linearisierung

Neben der Interpretation als momentane Anderungsrate wollen wir eine weitere In-
terpretation der Ableitung einer Funktion diskutieren, die der lokalen Linearisierung.
Die einfachsten nichtkonstanten Funktionen sind von der Form

R—R, x+—ar+b
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mit a,b € R, a # 0 und heilen affin-lineare Funktionen.

Mithilfe der Ableitung kann man eine differenzierbare Funktion in der Ndhe von xg
durch eine affin-lineare Funktion darstellen — zumindest bis auf einen kleinen Fehler:
Sei D = (a,b) und f: D — R differenzierbar auf D und zo € D. Wir setzen

p(h) = f(zo+ h) = f(x0) — f'(z0) -
wobei h aus einem Intervall (—e,¢) um 0 sein muss, das so klein ist, dass (zo —
g,T9 + €) ganz in D liegt.
Dann gilt fiir h € (—¢€,¢)

f(wo +h) = f(xo) + f'(xo)h + o(h),
f wird also um zy ndherungsweise durch die affin-lineare Funktion
(—&¢) = R, h— f(zo) + f'(z0)h
beschrieben. Fiir den Fehler ¢(h) gilt nicht nur ¢(h) — 0 fiir h — 0, sondern sogar

@%o fiir h — 0.

Mittels der Linearisierung erhélt man eine notwendige Bedingung dafiir, dass eine
Funktion in einem Punkt ein lokales Maximum oder Minimum hat.

Definition 7.15 FEs sei D ein Intervall und xg € D und f: D — R eine Funktion.
f hat in xqy ein lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum) wenn ein € > 0 ezistiert,
so dass fir alle v € (vg —e,20 +¢) N D gilt:

f(x) < f(xo)  (bzw. f(x) > f(70)).

Proposition 7.16 (Notwendige Bedingung fiir Extremwerte) Sei f : (a,b) —
R differenzierbar und xo € (a,b). Wenn f in xq ein lokales Maximum oder Minimum
hat, gilt f'(zo) = 0.

Wir kénnen mit dem Satz keine lokalen Maxima entdecken, die an den Grenzen
des Definitionsbereichs liegen, wie das Beispiel f : D = [0,1] — R,z — 22 zeigt:
f(1) =1 ist ein sogar globales Maximum von f aber f'(1) =2 # 0.

BEwEIs: Wir betrachten nur den Fall eines lokalen Maximums in zy. Angenommen
f'(xg) > 0. Es gilt fiir alle h > 0 klein genug:

02 f(zo+h) — f(zo) = f'(xo)h + ¢(h)

und damit wegen h > 0

—@ > f'(x0).

Fiir h — 0 folgt 0 > f'(z0), ein Widerspruch. Ist f’(zg) > 0, so erhalten wir fiir
h < 0 mit |h| ausreichend klein genauso

AR <

und wieder einen Widerspruch fiir A — 0. -
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Um auch eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz von lokalen Extrema zu
erhalten, benotigen wir hohere Ableitungen.

Definition 7.17 Sei D ein Intervall und f : D — R eine differenzierbare Funktion.
Falls f' : D — R ebenfalls differenzierbar ist, nennen wir (f') = f® die zweite

Ableitung von f. Entsprechend definiert man induktiv die n-te Ableitung von f
(n € Ny) durch

fO=f  und  f" = (7YY,
falls =1 differenzierbar ist und nennt f dann n-mal differenzierbar.
Die hoheren Ableitungen kann man benutzen, um f durch Polynomfunktionen mit

hoheren Potenzen zu approximieren. Genauer gilt der folgende Satz von Taylor. Fiir
den Beweis siche [Wal, 10.15]

Satz 7.18 (Satz von Taylor) Sei f : D — R eine (n + 1)-mal differenzierbare
Funktion. Dann gilt

" fk) (n+1)
flag+h) =) ! k('ﬂl?o) hF + JZn - 1()52 htt
k=0 ’ )

mit einem & zwischen xg und xg+ h.

Proposition 7.19 (Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema) Fine (n+
1)-mal differenzierbare Funktion f : (a,b) — R hat ein lokales Mazimum (bzw.
Minimum) in xo € (a,b), wenn fir ein gerades k < n gilt:

fP (o) =...= f* V() =0 und f®(xy) <0 (bzw. fP(x0) > 0).

BewEIs: Da f® differenzierbar ist, ist f*) stetig und somit f*) (&) # 0 fiir £ nahe
bei zy. Nach dem Satz von Taylor gilt fiir kleine h:
(k)
oo+ ) = fan) + T
Da k gerade ist, ist der zweite Summand fiir h # 0 stets < 0 (bzw. > 0), und damit
f(zo) ein lokales Maximum (bzw. Minimum). n

Beispiel 7.20 Welches Rechteck mit vorgegebenem Umfang U hat den gréfiten
Flacheninhalt? Die Vermutung liegt nahe, dass dies ein Quadrat ist. In der Tat:
Wenn z € (0, 00) die Seitenléinge einer Seite ist, so ist %U — x die zweite Seitenldnge
und damit der Flacheninhalt gleich

A=A@x) =z (AU —2)=—2"+ LUx
Ableiten ergibt
Al(z) = =2z + 3U,
also ist x = %;U ein Kandidat fiir die Seitenlédnge des flichengréfSten Rechtecks und
die andere Seitenldnge dann ebenfalls %U . Das flachengrofite Rechteck ist also ein

Quadrat. Wegen A”(x) = —2 < 0 liegt in der Tat ein lokales (und sogar globales)
Maximum vor.
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7.3 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Satz 7.21 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sei D ein Intervall und
f : D — R differenzierbar und a,b € D mit a < b. Dann gibt es ein £ € (a,b), so

dass
qgilt.

Der Mittelwertsatz besagt also, dass die mittlere Anderungsrate — der linke Term in
obiger Gleichung — auf dem Intervall (a,b) gleich der momentanen Anderungsrate
an einem Punkt £ ist. Mit anderen Worten: Wenn man im Mittel 120 km /h gefahren
ist, dann gab es auch mindestens einen Moment an dem man tatsdchlich 120 km/h
schnell war. Fiir den Beweis siehe z.B. [Wal, 10.10, S.254].

Korollar 7.22 Ist D ein Intervall und f : D — R differenzierbar und gilt f' =0,
dann ist f konstant.

BEWEIS: Angenommen, f wire nicht konstant. Dann gibt es also a,b € D, a # b

mit f(a) # f(b). Also ist
oz L@ = 1)

a—>b
Andererseits ist dieser Term nach Satz gleich f’(£) mit einem & zwischen a und
b und damit nach Voraussetzung 0. n

7.4 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Mithilfe der Ableitung erhalten wir ein Kriterium, wann eine Funktion eine Um-
kehrfunktion besitzt.

Proposition 7.23 Sei D ein Intervall und f : D — R differenzierbar auf D. Wenn
f(x) >0 (bzw. f'(x) <0) fiir allex € D
gilt, dann ist f streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend).

BEwEIs: Es gelte f/(x) > 0 fiir alle z € D. Seien x,y € D mit z < y. Dann gibt es
nach dem Mittelwertsatz ein £ € (z,y) mit

Wegen f'(§) > 0ist f(y)— f(zx) = (y—x)- f'(§) > 0 und damit f(z) < f(y). Also ist
f streng monoton wachsend. Falls f'(z) < 0 fiir allexz € D, sogilt 0 > f'({)(y—x) =
f(y) — f(x), also f(x) > f(y). In diesem Fall ist f also streng monoton fallend. u
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Beispiel 7.24 Wegen cos’ = sin und sin(xz) > 0 auf (0,7) ist cos auf (0,7) und,
wie man sich leicht {iberlegt, auch auf [0, 7] streng monoton fallend. cos hat also
eine Umkehrfunktion, wenn wir den Definitionsbereich auf [0, 7] einschrinken. Wir
nennen diese den Arcuscosinus

arccos : [—1,1] = [0,7], y+— =z mit & = cos(y).

Genauso sicht man, dass man sin : R — R zum Beispiel auf [~7, 7] umkehren
konnen. Die Umkehrfunktion heifit Arcussinus

arcsin : [-1,1] = [-F, 3], y—x mit = = sin(y).

Proposition 7.25 (Ableitung der Umkehrfunktion) Se: D ein Intervall, f :
D — R differenzierbar und injektiv und f~' : f(D) — R die Umkehrfunktion zu f.
Falls f'(x) # 0 fiir alle x € D gilt, so ist f~* auf D differenzierbar und die Ableitung
(f7Y : D — R an der Stelle yo = f(xo) ist gegeben durch

1 1
=y = :
V) = 5y = P )
Beispiel 7.26 (1) Die Ableitung von exp ist exp’ = exp und damit fiir jedes z € R
ungleich 0. Fiir die Ableitung der Umkehrfunktion log gilt demnach

1 1 1

log'(y) = exp’ (log(y)) - exp(log(y) - ;

(2) Die Ableitung von (0,00) — R, z + z™ ist  + nz""!. Damit gilt fiir die
Ableitung der Umkehrfunktion (0,00) — (0,00), y + {/y ist

1 1 i
(/y) = =G,
BEWEIS: Es gilt fo f~ y) = f(f ' (y)) = y. Mit der Kettenregel folgt

n- (YY)t on
L=@) = f Nw=ru"w) W

also
1

() ()= ) .

7.5 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wie héangen Ableitung und Integral zusammen? Die Ableitung ist die zur Integration
inverse Operation, die wir mit Funktionen durchfiihren kénnen. In der Tat ist nach
dem Mittelwertsatz der Integralrechnung

Ga( +h / fdx= f(&)

fiir ein ¢ zwischen x und z + h. Fiithrt man nun den Grenziibergang h — 0 durch,
so muss & gegen x konvergieren. Damit haben wir den ersten Teil des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung gezeigt:

68



Satz 7.27 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Teil 1) Sei D
ein Intervall und f : D — R stetig. Dann ist ¢, : D — R, © — faxfdx in jedem
Punkt in D differenzierbar und die Ableitung ist ¢!, = f.

Definition 7.28 Sei D ein Intervall und f : D — R stetig. Fine Funktion F' :
D — R heifst Stammfunktion von f, wenn F' auf D differenzierbar ist und wenn
qilt "' = f

Nach dem ersten Teil des Hauptsatzes ist ¢ :' D - R, x — fax f dx eine
Stammfunktion.

Zwei verschiedene Stammfunktionen unterscheiden sich nur um eine Konstante, denn
ist 7 und F, beides eine Stammfunktion von f, so gilt

(—F)=F-F=f-f=0.
Also ist F} — F5 = ¢, ¢ € R nach Korollar und damit F} = F5 + c.

Satz 7.29 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Teil 2) Sei f :
D — R stetig und F': D — R eine Stammfunktion. Dann ist

b
/ fdx = F(b) — F(a).

BEweEls: Da ¢, : D — R, z — ff f dx ebenfalls eine Stammfunktion von f ist, gilt
F = ¢, + c und damit
b
/ fdr = ga(b) = F(b) —c
wegen F'(a) = ¢q(a) + ¢ = 0+ ¢ = ¢ folgt die Behauptung. -

Damit konnen wir auf einen Schlag ganz viele Integrale berechnen, solange wir nur
eine Funktion finden, fiir die f die Ableitung ist!

Beispiel 7.30 Esgilt [/ 2" dr = 150" —-La™! denn F: R — R, 7+ —Loa"*!

ist eine Stammfunktion von f: D — R, x — 2"
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8 Flacheninhalt, Volumen und Bogenlinge

Mithilfe des Integrals wollen wir in diesem Kapitel einige Langen von Wegen, Flichen-
inhalte und Volumina berechnen. Zunéchst iibersetzen wir dazu die Rechenregeln
fiir die Ableitung in solche fiirs Integrieren.

8.1 Integralberechnungen

Aus den Regeln fiir die Ableitung ergeben sich direkt Regeln, mithilfe derer man
auch Integrale komplizierter Funktionen manchmal berechnen kann. Je zwei Stamm-
funktionen einer Funktion f unterscheiden sich nur um die Addition einer Konstan-
ten. Wir schreiben deshalb kurz [ f dt, wenn wir irgendeine Stammfunktion von f
meinen. Desweiteren ist die Abkiirzung

gebrauchlich.

Proposition 8.1 (Partielle Integration) Sind u,v : D — R differenzierbar und
die Ableitungen u',v' : D — R stetig. Dann gilt fir a,b € D

b b
/uv’dt:(u-v)‘Z—/ u'vdt.
/uv’dt:uv—/ v dt.

BEWEIS: Nach der Produktregel [7.5|ist u-v eine Stammfunktion von wv’ 4+ u'v. Also
gilt nach dem Hauptsatz [7.29;

b b
(uv)‘z:/ uv’da:—i—/ u'vdz.
a a |

Beispiel 8.2 Wir betrachten (0,00) — R, t — log(t). Mit u = log(t), v = ¢ gilt:

Oder kurz:

/ logtdt = xlog(z) — / (logt)" - tdt = xlog(x) — / 1dt = xlog(x) — .

Proposition 8.3 (Integration durch Substitution) Sei f : [a,b] — R stetig
und ¢ : [c,d] — |a,b] eine differenzierbare Funktion mit stetiger Ableitung und mit
o(c) = a, p(d) =b. Dann gilt

/abf do = / o) v
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BEWEIS: Sei I : [a,b] — R eine Stammfunktion von f. Nach der Kettenregel gilt

(Fo)(t)=F'(p(t) - ¢'(t) = f(p(t) - ¢ (D).
Nach dem Hauptsatz [7.29 gilt deshalb

[ 7o =F(®) - Fla) = Fo(@) - Flo(o) = [ (Fleto)y de
- [ s o .

8.2 Fliacheninhalte

Mithilfe des Integrals konnen wir nun Flacheninhalte von Mengen der Form
F={(z,y) eR*|a<z<b, [f(z)<y<g(x)}

mit a,b € R, a < b und stetigen Funktionen f, g : [a,b] — R mit f(z) < g(z) fur
x € |a, b] bestimmen, nédmlich durch

AF) = [(g-1ds

In der Tat erhalten wir eine Anndherung an den Flidcheninhalt, indem wir F' in
kleine vertikale Streifen der Lénge h zerlegen und auf jedem dieser Streifen durch
ein Rechteck mit Seitenlinge h und g(x) — f(x) wéahlen. Das ergibt gerade eine
Riemann-Summe fiir g — f. Fiir h — 0 konvergiert diese gegen den Flidcheninhalt
auf der eine und das Integral auf der anderen Seite, womit obige Definition sinnvoll
ist.

Komplizierter Fliacheninhalte sind auch berechenbar, indem man die gefragte Men-
ge in Mengen der obigen Form zerlegt. Als erste Anwendung bestimmen wir den
Flacheninhalt der Kreisscheibe mit Radius 7.

Beispiel 8.4 Wir mochten den Fliacheninhalt der Kreisscheibe mit Radius » > 0
D = {(z,y) e R* | 2> +¢y* <r*}

mittels Integral bestimmen. Dazu beobachten wir, dass der Flédcheninhalt einer Halb-
kreisscheibe
D {(z,y) eR* [y >0}

wegen

2 4yt <r? & V-2 <y <V a?
gegeben ist als

/ V12 — x?2dx
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Wir substituieren x = x(t) = rsin(t), t € [-F, 7]. Dann ist 2/(t) = r cos(t), also

/ Vr2—a?dr = /i \/72 — r2sin®(t)r cos(t) dt
. T
=r? /i \/cos?(t) - cos(t) dt = r? /2 cos?(t) dt
2

us
2

Wir integrieren cos? mittels partieller Integration: Sei u = cos, v’ = cos, also v = sin

und v’ = —sin. Dann gilt:
/ cos?(t) dt = cos(x) sin(z) —/ —sin®(t) dt
! —ay!

= cos(z) sin(z) + /x 1 — cos®(t) dt
= cos(x)sin(z) + x — /m cos?(t) dt

Damit folgt
/ cos*(t) dt = 1 - (cos(z) sin(z) + z),

also

/ V2 —a2de = 7"2/2 cos?(t) dt

s
2

= TQ%(COS(%) sin(§) + 5) — TQ%(COS(—%) sin(—3) + 2

SIE

y=r

oy

Damit ist der Flacheninhalt der Kreisscheibe in der Tat 2 - ffr V12— 22dx = 7.
12:29.06.2015

8.3 Volumenberechnungen

Die Idee zur Berechnung von Volumina von Kérpern im Dreidimensionalen ist im
Grunde die gleiche wie bei der Berechnung von Flacheninhalten: Wir zerlegen den
Korper K C R? in Scheiben, deren Flicheninhalt wir kennen und integrieren dann
den Flicheninhalt aller dieser Scheiben: Sei G eine Gerade in R? (fiir gewohnlich
wihlen wir die z-Achse). Fiir jedes z € G sei E, die zu G senkrechte Ebene durch
x. Der Schnitt von E, mit dem Koérper K haben den Flacheninhalt f(x). Dann ist
das Volumen V' (K) unter gewissen Voraussetzungen gegeben als ein Integral {iber
x> f(x).

Genauer identifizieren wir die Gerade G mit R und erhalten somit eine Funktion
f:R — R. Wir setzen voraus:

(1) f ist (zumindest stiickweise, d.h. auf Teilintervallen) stetig
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(2) K ist beschrankt, in dem Sinn, dass f(z) = 0 fiir < a oder z > b (mit a,b € R)

Dann bilden die Riemann-Summen

n—1

Su(f) =D F(&) (@r1 — )

k=0

zu einer Unterteilung
a=r9g<r1<...<T,=0b

und Zwischenpunkten &, € [z, 2x41], K = 0,...,n — 1 eine Anndherung fiir das
Volumen von K und natiirlich gleichzeitig fiir das Integral fab f dx, weswegen wir

V(K) = /abfdx

definieren.

Besonders interessant ist, dass das Volumen von K nur von den Flidcheninhalten
f(z) der Schnittflichen mit den Ebenen E, abhingt — und nicht von der Form
dieser Flidchen. Diese Aussage nennt man das Prinzip von Cavalieri.

Proposition 8.5 (Prinzip von Cavalieri) Es seien K;, Ko C R*® zwei Korper
und G eine Gerade. Wenn fiir jede zu G senkrechte Ebene E gilt, dass der Flichen-
inhalt von K1 N E gleich dem von Ko N E ist, dann ist

V(K1) = V(K>).

Beispiel 8.6 (Kugel) Sei B, C R? eine Kugel mit Radius r > 0, z.B. mit dem
Ursprung (0,0, 0) als Mittelpunkt. Formal ist dies die Menge

B, ={(z,y,2) e R® | 2% + 42 + 22 <r?}.

Wir wihlen als Gerade G die z-Achse. Die zur (y, z)-Ebene parallele Ebene durch
(x,0,0) schneidet dann (fiir x € [—r,r]) die Kugel B, in Kreisscheiben

{(y,z) e R? |y + 22 §r2—x2}

mit Radius v/r2 — z2. Diese haben also den Flécheninhalt f(z) = 7(r? — z*). Damit
ist das Volumen der Kugel mit Radius r gegeben durch

V(B,) = fdr = / m(r? — 2*)dx

—r —r
T
=n(r’z — 1) =70’ —r®) —a(—r® + ir?)
T
4 3
= —7r
3
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Das Beispiel der Kugel in R? ist ein Spezialfall eines Rotationskérpers, also einer
Menge, die entsteht, wenn man den Graphen einer Funktion um die x-Achse rotie-
ren lasst und die von dieser Flédche eingeschlossenen Punkte betrachtet. Fiir solche
Korper kann man das Volumen folgendermafien berechnen.

Proposition 8.7 (Volumen von Rotationskoérpern) Sei f : [a,b] — R eine
stetige Funktion und f(z) > 0 fir alle v € |a,b]. Sei K der Korper in R*, der
entsteht, wenn wir den Graphen von f um die x-Achse rotieren lassen. Dann hat K
das Volumen

V(K) = /abﬂf(x)2dx.

Im obigen Beispiel ist f(z) = v/r?2 — 2% mit = € [—r,7].

Beispiel 8.8 (Kreiskegel) Als néchstes betrachten wir fiir festes h > 0 und R > 0
den Kreiskegel, der entsteht, wenn man den Graphen der Funktion

R
f:[0,h] = R, x»—>ﬁ-x,
also ein Stiick einer Ursprungsgeraden mit Steigung R/h, um die z-Achse rotieren
lasst. Das Volumen ist hier

h h
V(K):/O 7Tf($)2dx:/0 W];—ijdx

(s,
= —=mx
7

Anstatt eines Kreiskegels kann man auch allgemeinere Kegel betrachten. Diese ent-
stehen folgendermafien: Man geht von einer Fliche F' in einer Ebene E;, C R® und
einem Punkt p &€ Ey mit Abstand h > 0 von Ey aus. Der Kegel K (F') entstehe nun
als die Menge der Punkte auf den Verbindungsstrecken zwischen p und Punkten in
F. Eine Pyramide ist zum Beispiel ein Kegel mit quadratischer Grundflache F'. Fiir
das Volumen von Kegeln kann man zeigen:

Proposition 8.9 Sei K = K(F) ein Kegel mit Grundfliche F' mit Flicheninhalt
A = A(F) und Héohe h. Dann ist das Volumen V (K) gegeben durch

1
—_.h-1TR?
o 3

V(K):%-h-A.

Insbesondere hingt V(K) nur von A(F) und nicht von der speziellen Form von F

ab.

BEWEIS: Sei = € [0, ], p, der Punkt auf dem Lot von p auf F mit Abstand z zu
E und E, die zu Ej parallele Ebene durch p,. Dann gilt fiir den Flacheninhalt f(z)

des Schnitts K N E, )
h—x
= A
o= (")
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Damit folgt fiir das Volumen

8.4 Bogenlinge

Wir widmen uns nun dem Problem, wie man z.B. die Lénge der Kreislinie oder
von allgemeineren gekriimmten Linien im R? analytisch berechnen kann. Die Idee
ist wieder, eine gekriimmte Linie durch immer kiirzere gerade Streckenstiicke zu
approximieren und dann einen Grenzwert zu bilden.

Zunéchst miissen wir uns klar machen, was eine “gekriimmte Linie” sein soll, von
der wir die Lange messen wollen.

Definition 8.10 Ein differenzierbarer Weg 7 : [a,b] — R?, ¢+ ~y(t) = (x(t), y(t))
ist eine Abbildung, so dass t — x(t) und t — y(t) beides differenzierbare Funktionen
sind. v(a) heifst Anfangspunkt und y(b) heiffit Endpunkt von ~.

Beispiel 8.11 (1) Sind p,q € R?, so ist
v :[0,1] = R?, t—p+t-(g—0p)
die Verbindungsstrecke von p nach ¢
(2) Die Kreislinie des Einheitskreises kann man durch den Weg
v :[0,27] — R, t — (cos(t),sin(t))
beschreiben. Hier sind Anfangs- und Endpunkt gleich dem Punkt (1,0).

(3) Jeder Funktionsgraph einer differenzierbaren Funktion f : [a,b] — R fiihrt auf
einen Weg
b SRt (1 £(1)).

Um Léngen von Wegen zu messen, miissen wir zunédchst wissen, wie man Léngen
von geraden Verbindungsstrecken misst. Sind p = (2,%),q = (u,v) € R?, so ist der
Abstand zwischen p und ¢ gegeben durch den Abstand von p — ¢ zum Ursprung,

also nach Pythagoras
Vi(z—u)?+ (y —v)?.

Identifizieren wir R? mit C, so ist dieser Ausdruck iibrigens gerade der komplexe
Betrag der Zahl

p—q=(z—u)+i(y —v).
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Fiir p = (z,y) € R? bezeichnen wir deshalb

Ipll == V2? + ¢

als die Lénge von p. Insbesondere gilt fiir a € R die Gleichung ||a - p|| = |a| - ||p|| fir
alle p € R%.

Sei nun 7 : [a,b] — R? ¢+ (t) = (2(t),y(t)) ein differenzierbarer Weg. Um dessen
Léange anzunihern unterteilen wir [a, b in kleine Teilintervalle:

a=ty<t1 <...<t,=0b

und setzen py, = y(ty) = (2(tg), y(tx)) € R% k =0,...n. Dann ist

n—1 n—1
[Prs1 — prll = Z [y (1) — ()|
k=0 k=0

eine Annéherung fiir die Léange des Wegs 7, die desto besser wird, je kiirzer die In-
tervalle [ty, tg+1] werden. Wir erweitern diesen Ausdruck mit (¢x41 —t;) und erhalten

n—1
b1 — i
Z v (te1) — ()l = Z +—_tk||7(tk+1) — ()]l

= k1
n—1 1
= Z ———(Y(try1) — ’Y(tk))H (trs1 — tr)
ol | L2 S 77
X (1) — 2(te) y(terr) — y(t
= ; (t1 — tr)
tev1 — tk Tt — tk

EDN - (g — i)

1
k=
n—

k=

wobei wir im letzten Schritt den Mittelwertsatz der Integralrechnung [7.21] ange-
wendet haben, um den Differenzenquotienten durch die Ableitung an einer Zwi-
schenstelle & € [tx,tgr1] zu ersetzen. Geht nun das Maximum der Intervalllingen
max{tkH —tr | k=0,...,n— 1} gegen () fiir n — 0o, so wird einerseits die Lénge
von v immer besser angenédhert, andererseits konvergiert der obige Ausdruck gegen

das Integral
/ 1/ (0), o/ (8] .

Wir definieren deshalb die Bogenlinge (oder kurz Lénge) eines differenzierbaren
Wegs 7 : [a, b] — R? durch
W= [ eyl
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Beispiel 8.12 Die Kreislinie des Kreises mit Mittelpunkt (0,0) und Radius r > 0
ist parametrisiert durch den Weg

v :[0,27] = R? ¢+ (rcos(t), rsin(t)).

Damit gilt fiir die Lange von +, also den Kreisumfang:

Liy) = / o (£), sind (1)) d

= /O ! \/(—r sin(t))? + (r cos(t))? dt

2m
= / r \/sin2(t) + cos?(t) dt = (rx)|§7r = 27r
0~ ~ .
=1

Was passiert, wenn wir den Kreis mit doppelter Geschwindigkeit durchlaufen, also
den Weg
§:[0,7] = R? t s (rcos(2t),rsin(2t))

verwenden? Die Weglidnge sollte sich dadurch natiirlich nicht &ndern. In der Tat ist
L(0) = / 1((r cos(2t))’, (rsin’(2¢))")| dt
0
- / 2 sm(20)? + (2 cos(20) 2 dt
0

:/ 27“/ = 27r.
0 0

Allgemein kann man zeigen, dass die Weglédnge sich nicht dndert, wenn man das
Intervall umparametrisiert, also statt v : [a,b] — R? den Weg 7 o ¢ mit einer
differenzierbaren Funktion ¢ : [¢,d] — [a,b] mit stetiger Ableitung und ¢(c) = a
und ¢(d) = b betrachtet. Das folgt direkt aus der Integration durch Substitution[8.3]
Oft normalisiert man durch Umparametrisieren die “Geschwindigkeit” ||(z'(t),v'(t)||
zu 1.

Die Formeln fiir den Umfang U(r) = 27r und den Flicheninhalt A(r) = 7r? einer
Kreisscheibe mit Radius r hingen auch noch anders analytisch zusammen. Wie man
sieht ist der Umfang genau die Ableitung des Fldcheninhalts. Das ist kein Zufall:
Wenn man den Radius wenig &ndert, also von 7 zu r+h mit kleinem A > 0 iibergeht,
kommt zu A(r + h) ungefihr der Flacheninhalt eines Rechtecks mit Seitenldngen h
und U(r) zu A(r) hinzu. Die momentane Anderungsrate des Flicheninhalts ist also
gegeben als

A,(m:}}géA(r—i-h]i—A(r) :Illii%h-g(r)

Genauso gilt fir das Volumen V(r) und die Oberfliche O(r) der Kugel mit Radius
r die Beziehung

=U(r).

O(r) = V'(r) = (gmﬁ), — .
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