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Übung 1 Sei X eine Varietät und F eine kohärente Garbe auf X. Wir betrachten
nun die Funktion

ϕ(x) ∶= dimk(X)Fx ⊗Ox k(x) ,

wobei k(x) = Ox/mx der Restklassenkörper am Punkt x ist. Man benutze nun das
Nakayama Lemma, um folgende Aussagen zu zeigen:

(a) Die Funktion ϕ ist oberhalbstetig, das heißt die Menge {x ∈ X ∣ ϕ(x) ≥ n} ist
für alle n ∈ Z abgeschlossen.

(b) Ist F lokal frei und X zusammenhängend, so ist ϕ konstant.

(c) Ist ϕ konstant, so ist F lokal frei.

Übung 2

Betrachte X = V (y2 − xz) ⊂ C3 und sei R = C[x, y, z]/⟨y2 − xz⟩ der Koordinatenring.

• Zeige: die Gerade L = V (y, z) ist ein Weil Divisor, der nicht Cartier ist, allerdings
ist 2L Cartier.

• Γ(X,OX(−L)) ist das Ideal ⟨y, z⟩ ⊂ R.

• Γ(X,OX(−2L)) ist das Ideal ⟨z⟩ ⊂ R (Hauptideal, da −2L Cartier ist).

• Auf globalen Schnitten ist das Bild der Abbildung

OX(−L) ⊗OX
OX(−L) → OX(−2L)

genau ⟨y, z⟩
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, was wiederum eine echte Teilmenge von Γ(X,OX(−2L) = ⟨z⟩ ist.

Daher folgt: OX(−L) ⊗OX
OX(−L) ≇ OX(−2L).


